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Fibration de Hitchin et endoscopie
Ngoˆ Bao Chaˆu ∗
Mermoz, de´cide´ment, s’e´tait retranche´ derrie`re son
ouvrage, pareil au moissonneur qui, ayant bien lie´
sa gerbe, se couche dans son champ.
Terre des hommes. Saint Exupe´ry.
Re´sume´
We propose a geometric interpretation of the theory of elliptic
endoscopy, due to Langlands and Kottwitz, in terms of the Hitchin
fibration. As applications, we prove a global analog of a purity conjec-
ture, due to Goresky, Kottwitz and MacPherson. For unitary groups,
this global purity statement has been used, in a joint work with G.
Laumon, to prove the fundamental lemma over a local fields of equal
characteristics.
Nous proposons dans cet article une interpre´tation ge´ome´trique de la
the´orie d’endoscopie elliptique, due a` Langlands et Kottwitz, a` l’aide de la
fibration de Hitchin.
L’espace de module M des paires de Hitchin (cf. [11]) de´pend de la
donne´e d’une courbe projective lisse X/Fq et d’un fibre´ inversible L sur
X et d’un sche´ma en groupes re´ductifs G au-dessus de X . Il parame`tre les
paires (E,ϕ) ou` E est un G-torseur sur X et ou` ϕ est une section globale du
fibre´ vectoriel ad(E)⊗L. Le nombre de Fq-points de M s’exprime formelle-
ment comme le coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces sur l’alge`bre de
Lie pour une certaine fonction test tre`s simple. Le de´coupage de la formule
des traces en classes de conjugaison stables correspond de fac¸on e´vidente au
morphisme de Hitchin f :M→ A associant a` une paire (E,ϕ) le polynoˆme
caracte´ristique de l’endomorphisme infinite´simal ϕ. L’espace affine de Hitchin
A dont la dimension de´pend du triplet (X,G,L), parame`tre ces polynoˆmes
caracte´ristiques. La somme des inte´grales orbitales globales dans une classe
de conjugaison stable donne´e a ∈ A(k), compte formellement le nombre de
points rationnels de la fibre de Hitchin f−1(a) ; ces nombres pouvant eˆtre
infinis pour les caracte´ristiques a non elliptiques.
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Pour un groupe G semi-simple, il y a un ouvert dense Aell de A au-
dessus duquel le morphisme f est propre, en particulier de type fini et ou`
les inte´grales orbitales consistent en des sommes finies. Cet ouvert contient
les classes de conjugaison stable rationnelles qui sont ge´ome´triquement ellip-
tiques c’est-a`-dire les classes qui restent elliptiques apre`s toute extension du
corps des constants. Dans ce travail, nous nous sommes limite´s a` cet ouvert
elliptique. Notre notion d’ellipticite´ est un peu diffe´rente de la notion stan-
dard en ce qu’elle concerne uniquement le tore maximal et non le centre de
G.
Du coˆte´ automorphe, Langlands [18] et Kottwitz [15] ont re´e´crit la partie
elliptique de la formule des traces en une somme ou` on voit apparaˆıtre une
premie`re sommation sur l’ensemble des classes de conjugaison stables des
tores maximaux T de G de´finis sur le corps global de X , puis une deuxie`me
sommation sur les e´le´ments κ ∈ Tˆ Γ ou` Tˆ est le tore dual complexe de T , muni
d’une action finie du groupe de Galois Γ du corps F des fonctions rationnelles
de X . L’objet de cet article est de donner une interpre´tation ge´ome´trique de
cette formule, autrement dit de trouver une de´composition de l’image directe
f∗Qℓ, du moins de sa restriction a` l’ouvert elliptique.
De notre point de vue, il est naturel d’intervertir l’ordre dans la som-
mation ci-dessus. On trouvera d’abord une de´composition canonique de la
cohomologie perverse de la fibration de Hitchin en somme directe
pHi(f ell∗ Qℓ) =
⊕
[κ]
pHi(f ell∗ Qℓ)[κ].
qu’on appellera la [κ]-de´composition. Cette somme s’e´tend sur l’ensemble des
classes de W ′-conjugaison [κ] des caracte`res d’ordre fini κ : X∨ → C× ou` on
a note´ X∨ le groupe des cocaracte`res du tore maximal abstrait de G et ou`
W ′ = W ⋊Θ, W e´tant le groupe de Weyl, Θ e´tant le groupe de Galois d’un
reveˆtement fini e´tale de X sur lequel G devient une forme inte´rieure d’un
groupe constant.
Les relations pre´cises entre T et κ, comprenant notamment κ ∈ Tˆ Γ,
sont inhe´rentes a` la formule de Langlands et Kottwitz. Elles se traduiront,
dans notre approche, en une estimation du support de la partie [κ]-isotypique
pHi(f∗Qℓ)[κ]. On de´montre que la partie κ-isotypique est supporte´e par le
re´union des images dans A des espaces affines de Hitchin AH des groupes
endoscopiques non ramifie´s H associe´s a` κ, voir le the´ore`me 10.4 qui est le
re´sultat principal de cet article.
Dans la de´monstration re´cente du lemme fondamental pour les groupes
unitaires [20], cette description du support a joue´ le roˆle d’un e´nonce´ de
purete´ analogue a` une conjecture de Goresky, Kottwitz et MacPherson [9].
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On pourrait s’attendre a` ce qu’il en est de meˆme en ge´ne´ral, voir la discussion
a` la fin de §10.
L’ingre´dient de base pour construire la [κ]-de´composition est l’existence
d’une action d’un champ de Picard relatif P/A sur la fibration de Hitchin
M/A. Par exemple, si G = GL(n), on peut associer a` toute caracte´ristique
a ∈ A, un reveˆtement spectral Ya → X fini de degre´ n qui est ge´ne´riquement
e´tales pour des caracte´ristiques a ∈ A ge´ne´riques. D’apre`s Hitchin [11] et
Beauville, Narasimhan et Ramanan [2], la fibre f−1(a) = Ma s’identifie a`
la jacobienne compactifie´e de Ya. Dans ce cas, le champ de Picard Pa n’est
autre que la jacobienne de Ya et l’action de Pa sur Ma est l’action e´vidente
de la jacobienne sur la jacobienne compactifie´e par produit tensoriel. Dans
le cas des groupes classiques, on peut e´galement deviner P et son action sur
M. La de´finition uniforme du champ de Picard P/A est fonde´e sur le sche´ma
en groupes J des centralisateurs re´guliers de G.
Le champ de Picard relatif P/A agit sur la fibration de Hitchin et par
conse´quent, sur les faisceaux de cohomologie pHi(f∗Qℓ). Le lemme d’homo-
topie (cf. [20] 3.2) nous dit que cette action se factorise a` travers une action
du faisceau π0(P/A) dont la fibre en un point ge´ome´trique a ∈ A est le
groupe des composantes connexes π0(Pa).
Sur l’ouvert Aell de A, le faisceau π0(P/A) est un faisceau en groupes
abe´liens finis. Dans un voisinage d’un point a elliptique, pHi(f∗Qℓ) se de´com-
pose selon les caracte`res du groupe fini π0(Pa) et c’est ainsi qu’on peut faire
apparaˆıtre les caracte`res endoscopiques κ.
L’action du champ de Picard P sur la fibration de Hitchin peut eˆtre
conside´re´e comme l’interpre´tation ge´ome´trique de l’ope´ration d’extraction
de l’inte´grale orbitale globale un nombre de Tamagawa. L’inte´grale orbitale
globale divise´e par ce volume, se de´compose alors en un produit d’inte´grales
orbitales locales. Cette formule de produit s’interpre`te ge´ome´triquement :
le quotient d’une fibre de Hitchin Ma par le champ de Picard fibre Pa se
de´compose en un produit. A partir de cette formule produit, on retrouve l’ob-
struction cohomologique, construite par Langlands et Kottwitz, pour qu’une
collection des classes de conjugaison locales, toutes dans une classe de conju-
gaison stable donne´e, se recollent en une classe de conjugaison rationnelle :
l’obstruction se trouve tautologiquement dans H1(k, Pa).
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scopie, tout particulie`rement dans le calcul crucial de pi0(Pa).
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Hitchin et sur le lemme fondamental. Quand je commenc¸ais a` e´tudier la fibration
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Je remercie L. Breen et M. Raynaud pour leur aide pre´cieuse dans la re´alisation
de ce travail et tout particulie`rement A. Abbes qui m’a indique´ une re´fe´rence
utile a` EGA IV.3. Par ailleurs, la tenue d’un groupe de travail sur l’endoscopie
et le lemme fondamental au printemps 2003, a` l’IHES et a` l’Universite´ Paris 13,
m’a e´te´ une grande aide. Je saisis l’occasion pour remercier ses participants, en
particulier P.-H. Chaudouard, J.-F. Dat, L. Fargues, A. Genestier et L. Lafforgue.
Je remercie J.-F. Dat et D. Gaitsgory et tout particulie`rement le referee pour leurs
lectures attentives du manuscript qui ont e´pargne´ a` cet article quelques erreurs et
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1 Comptage des paires de Hitchin
Soit k = Fq un corps fini et k sa cloˆture alge´brique. Dans tout l’article,
on va supposer que la caracte´ristique de k est suffisamment grande. On en
donnera une borne pre´cise dans §2.
SoitX une courbe projective lisse ge´ome´triquement connexe sur k. Notons
η = Spec(F ) son point ge´ne´rique, F e´tant le corps des fonctions de X et
notons |X| l’ensemble des points ferme´s de X . Pour toute v ∈ |X|, notons
Fv la comple´tion de F pour la topologie v-adique. On va fixer un diviseur
effectif D =
∑
v∈|X| dv[v] de degre´ d =
∑
v∈|X| dv deg(v). Soit OX(D) le fibre´
en droites associe´ a` ce diviseur et LD le Gm-torseur sur X associe´ a` ce fibre´
en droites. On supposera que deg(D) > 2g − 2.
Soit G un groupe re´ductif connexe de´ploye´ 1 sur k et G un sche´ma en
groupes sur X qui localement pour la topologie e´tale de X , est isomorphe a`
X ×G. Le groupe des automorphismes de G est un groupe alge´brique sur k
qui s’inse`re dans la suite exacte
1→ Gad → Aut(G)→ Out(G)→ 1
ou` Gad est le quotient de G par son centre et ou` Out(G) est un groupe
discret, cf. [23]. Le groupe G a des e´pinglages de´finis sur k, fixons-en un. Le
sous-groupe de Aut(G) fixant ce scindage s’envoie bijectivement sur Out(G)
et induit donc un scindage Out(G)→ Aut(G) de la suite exacte ci-dessus.
Soit x un point ge´ome´trique de X . La donne´e de G induit un Aut(G)-
torseur τG sur X dont la classe d’isomorphisme est un e´le´ment
[τG] ∈ H
1(π1(X, x),Aut(G)(k)).
1Tout groupe re´ductif connexe sur un corps fini est quasi-de´ploye´ et cela suffit pour
nous. Ne´anmoins, comme G sert seulement comme mode`le auquel G est localement iso-
morphe a` pour la topologie e´tale, il n’y a pas de raison de ne pas supposer G de´ploye´.
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En utilisant la projection Aut(G) → Out(G) on obtient un Out(G)-torseur
τOutG . La classe d’isomorphisme [τ
Out
G ] ∈ H
1(π1(X, x),Out(G)) consiste en un
homomorphisme
ρG : π1(X, x)→ Out(G)
puisque G e´tant de´ploye´, l’action de π1(X, x) sur Out(G) via Gal(k/k) est
triviale. Nous allons noter Θ l’image de π1(X, x) dans Out(G). L’homomor-
phisme surjectif ρG : π1(X, x) → Θ de´finit un reveˆtement XΘ de X e´tale
galoisien de groupe de Galois Θ et pointe´ par un point ge´ome´trique xΘ de
XΘ.
Le rele`vement Out(G) → Aut(G) construit a` partir du scindage, nous
donne a` nouveau un Aut(G)-torseur τ extG . Ce torseur correspond a` un sche´ma
en groupes quasi-de´ploye´ Gext sur X dont G est une forme inte´rieure. Le
sche´ma en groupes G est quasi-de´ploye´ si les Aut(G)-torseurs τG et τ
ext
G sont
isomorphes.
On appelle paires de Hitchin, par rapport a` X,G et OX(D), les paires
(E,ϕ) ou` E est un G-torseur sur X et ou` ϕ ∈ H0(X, ad(E)⊗OX(D)), ad(E)
e´tant le fibre´ vectoriel sur X obtenu en tordant le fibre´ vectoriel Lie(G)
muni de l’action adjointe de G par le G-torseur E. On conside`re le champM
classifiant ces paires. Il associe a` tout Fq-sche´ma S la cate´gorie en groupo¨ıdes
des paires (E,ϕ) ou` E est un G-torseur sur X × S et ou` ϕ ∈ H0(ad(E) ⊗
pr∗XOX(D)), prX : X × S → X e´tant la projection e´vidente sur X . C’est un
champ alge´brique.
On va de´crire de fac¸on ade´lique la cate´gorie M(k) des paires de Hitchin
de´finies sur k. Soit (E,ϕ) un objet deM(k). La classe d’isomorphisme de la
fibre ge´ne´rique de E de´finit un e´le´ment clη(E) de H
1(F,G).
Lemme 1.1 Soit E un G-torseur sur X. L’e´le´ment clη(E) de H
1(F,G) qui
correspond a` la classe d’isomorphisme du G-torseur Eη, a l’image triviale
dans H1(Fv, G) pour toutes les places v de X. Inversement soit c un e´le´ment
de
ker1(F,G) = ker[H1(F,G)→
∏
v
H1(Fv, G)].
Alors, il existe un G-torseur E sur X dont la classe d’isomorphisme de la
fibre ge´ne´rique clη(E) est l’e´le´ment c.
De´monstration. Soit clv(E) l’image de clη(E) dans H
1(Fv, G). Cet e´le´ment est
aussi l’image de l’e´le´ment de βv ∈ H
1(Spec(Ov), G), la classe d’isomorphisme
du G-torseur EOv sur Spec(Ov). Ce H
1 e´tant trivial par un the´ore`me de Lang,
on de´duit que l’e´le´ment clv(E) ∈ H
1(Fv, G) est trivial.
Inversement, soit Eη un G-torseur sur le point ge´ne´rique η de X ayant la
classe d’isomorphisme c ∈ ker1(F,G). On peut prolonger Eη en un G-torseur
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EU sur un ouvert U de X . Sur un point v du comple´mentaire de U , on peut
recoller EU avec le G-torseur triviale sur Spec(Ov), parce que la restriction a`
Fv de EU est un G-torseur trivial. On obtient ainsi un G-torseur sur X dont
la classe d’isomorphisme de la fibre ge´ne´rique est l’e´le´ment c. 
Deux G-torseurs sur X seront dits isoge`nes s’ils ont des fibres ge´ne´riques
isomorphes. On a de´montre´ que l’ensemble des classes d’isoge´nie de G-torseur
surX est en bijection canonique avec le sous-ensemble ker1(F,G) de H1(F,G)
constitue´ des e´le´ments localement triviaux. Dans le cas ou` G est un groupe
semi-simple adjoint ou simplement connexe, d’apre`s un the´ore`me de Kneser,
cet ensemble est re´duit a` l’e´le´ment neutre de H1(F,G). Ce n’est pas le cas en
ge´ne´ral. Notons au passage que l’ensemble de ker1(F,G) apparaˆıt e´galement
dans le comptage des points des varie´te´s de Shimura (cf. [16]).
Pour tous c ∈ ker1(F,G), on choisit un G-torseur mode`le Ec sur X dont
la fibre ge´ne´rique a la classe d’isomorphisme c et qui est muni des trivial-
isations sur tous les traits Spec(Ov) avec v ∈ |X|. Soit Gc le sche´ma en
groupes des automorphismes de Ec et Lie(Gc) le sche´ma en alge`bres de Lie
associe´. Les trivialisations locales choisies induisent des isomorphismes entre
les changements de base a` Spec(Ov) de G et de Gc.
Conside´rons donc la cate´gorie Rc des triplets (E,ϕ, ι) forme´e d’une paire
de Hitchin (E,ϕ) ∈ M(k) et d’une rigidification de la fibre ge´ne´rique Eη
ι : Eη
∼
−→Ec,η. Le groupe des automorphismes d’un tel triplet est trivial
puisqu’un automorphisme de E qui fixe la trivialisation ge´ne´rique ι est ne´cessaire-
ment l’identite´ si bien que la cate´gorie Rc est discre`te.
Proposition 1.2 On a une e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie Rc
des triplets (E,ϕ, ι) comme ci-dessus, et la cate´gorie discre`te des uplets
(γ, (gv)v∈|X|)
constitue´s
– d’un e´le´ment γ ∈ Lie(Gc)(F ),
– d’un gv ∈ G(Fv)/G(Ov) pour chaque v ∈ |X| tel que pour presque
toutes v, gv est la classe neutre,
qui ve´rifient ad(gv)
−1(γ) ∈ ̟−dvv Lie(G)(Ov) pour tous v ∈ |X|. Ici, ̟v est
une uniformisante de Fv.
De´monstration. La donne´e de la trivialisation ι induit un isomorphisme de
F -alge`bres de Lie ad(Eη)
∼
−→Lie(Gc)η. La section ϕ ∈ H
0(X, ad(E)⊗OX(D))
de´finit un e´le´ment γ ∈ Lie(Gc)(F ) puisque le fibre´ en droites OX(D) est lui
aussi trivialise´ ge´ne´riquement.
Puisqu’on s’est donne´ des trivialisations de Ec sur les traits Spec(Ov), le
G-torseur E muni d’un isomorphisme avec Ec au-dessus du point ge´ne´rique
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de X , est e´quivalente a` la donne´e pour tous v ∈ |X| d’un e´le´ment gv ∈
G(Fv)/G(Ov) lesquels sont presque tous neutres. Dans cette bijection
(E, ι)↔ (gv)v∈|X|,
via l’identification des fibres ge´ne´riques ad(ι) : ad(E)η
∼
−→ gc,η, les re´seaux
ad(E)(Ov) et ad(gv)g(Ov) se correspondent. Ainsi, pour que γ ∈ gc(F ) de´finit
une section globale de ad(E)⊗OX(D), il faut et il suffit que pour tous v ∈ |X|,
on a
γ ∈ ̟−dvv ad(gv)g(Ov)
ce qui est e´quivalent a` la condition ad(gv)
−1γ ∈ ̟−dvv g(Ov). 
Corollaire 1.3 On a une e´quivalence de cate´gories entreM(k) et la cate´gorie
dont les objets sont les triples (c; γ, (gv)v∈|X|) avec
– c ∈ ker1(F,G),
– γ ∈ Lie(Gc)(F ),
– pour tout v ∈ |F | une classe gv ∈ G(Fv)/G(Ov) qui est presque partout
triviale,
– ad(gv)
−1γ ∈ ̟−dvv g(Ov)
et dont l’ensemble des fle`ches d’un objet (c; γ, (gv)v∈|X|) sur un autre objet
(c′; γ′, (g′v)v∈|X|) est
– vide si c 6= c′ ;
– l’ensemble des e´le´ments ξ ∈ Gc(F ) tels que γ
′ = ad(ξ)γ et g′v = ξgv si
c = c′.
Cet e´nonce´ nous conduit a` e´crire une e´galite´ qui pour l’instant n’a pas de
sens car les sommes en jeu sont infinies
|M(k)| =
∑
α∈ker1(F,G)
∑
γ∈g(α)(F )/conj.
Oγ(1D)
ou` Oγ(1D) est l’inte´grale orbitale globale
Oγ(1D) =
∫
Gγ(F )\G(AF )
1D(ad(g)
−1γ)dg
de la fonction
1D =
⊗
v∈|X|
1̟−dvv g(Ov),
1̟−dvx g(Ov) e´tant la fonction caracte´ristique du compact ouvert ̟
−dxg(Ox) de
g(Fv), le produit tensoriel sur toutes les places v ∈ |X| e´tant le produit ten-
soriel restreint. Cette e´galite´ sera un tre`s bon guide pour la suite de l’article.
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2 Morphisme de Hitchin et section de Kostant
On supposera de´sormais que la caracte´ristique de k ne divise pas l’ordre
du groupe de Weyl W de G.
Dans cette section, on rappelle la construction, due a` Hitchin, du mor-
phisme qui associe a` une paire de Hitchin, son 〈〈 polynoˆme caracte´ristique 〉〉.
On commencera par rappeler le the´ore`me de restriction de Chevalley. La
construction pre´sente´e ici qui est bien entendu la meˆme que la construction
originale de Hitchin, peut sembler singulie`rement encombrante. Ceci est du
en partie a` notre de´sir de traiter uniforme´ment des sche´mas groupes re´ductifs
G sur X . Par ailleurs, le langage de champs qui semble lourd ici se montrera
efficace dans la suite de l’article.
De re`gle ge´ne´rale, on commence par une construction sur le groupe con-
stant G, on ve´rifie que la construction est Aut(G)-e´quivariante, puis on le
tord par le Aut(G)-torseur τG pour passer a` G. On utilisera un indice G ou
la police 〈〈 double-barre 〉〉 pour de´signer les objets attache´s a` G.
Dans §1, on a fixe´ un e´pinglage de G de´fini sur k. Cet e´pinglage consiste
en un tore maximal T de G, un sous-groupe de Borel B contenant T tous
les deux de´finis sur k, et enfin pour toute racine simple α ∈ ∆, un vecteur
non nul xα de l’espace propre de gα de g = Lie(G) ou` T agit par le caracte`re
α. L’hypothe`se G de´ploye´ implique que ces vecteurs sont de´finis sur k. On
note x+ =
∑
α∈∆ xα. Pour toute α ∈ ∆, on peut choisir de fac¸on unique un
vecteur non nul x−α dans l’espace propre de T dans g de caracte`re −α tel
que [xα,x−α] = α
∨. On note x− =
∑
α∈∆ x−α. Le sous-groupe de Aut(G)
fixant cet e´pinglage s’envoie bijectivement sur le groupe Out(G) de sorte
que Out(G) agit canoniquement sur G en fixant l’e´pinglage. On en de´duit
une action de Aut(G) sur G a` travers Out(G) qui est diffe´rente de l’action
tautologique de Aut(G) sur G.
Notons k[g] l’alge`bre des fonctions polynoˆmiales sur g. L’action adjointe
de G sur g induit une action de G sur cette alge`bre k[g]. Soit k[g]G la sous-
alge`bre de k[g] des fonctions invariantes sous l’action adjointe G. Notons t
l’alge`bre de Lie de T. Soit k[t]W la sous-alge`bre desW -invariants de k[t]. On
note car
G
= Spec(k[t]W ). Le groupe Out(G) agit sur k[t] et sur W donc sur
car
G
. On en de´duit une action de Aut(G) sur car
G
a` travers son quotient
Out(G). L’e´nonce´ suivant a e´te´ de´montre´ par Kostant en caracte´ristique nulle
et e´tendu par Veldkamp aux caracte´ristiques positives suffisamment grandes
par rapport au syste`me de racines, voir [12] et [24].
The´ore`me 2.1 Supposons que k est un corps de caracte´ristique ne divisant
pas l’ordre du groupe de Weyl |W |.
1. La restriction de g a` t induit un isomorphisme k[g]G
∼
−→ k[t]W . De plus,
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k[t]W est une alge`bre de polynoˆmes en les variables u1, . . . , ur qui sont
homoge`nes de degre´s m1+1, . . . , mr+1 qui ne de´pendent pas des choix
des ui. On a donc un morphisme Gm-e´quivariant χ : g → carG ou`
car
G
= Spec(k[t]W ) muni de l’action de Gm de´fini par t.(u1, . . . , ur) =
(tm1+1u1, . . . , t
mr+1ur).
2. Soit greg l’ouvert de g des e´le´ments dont la dimension du centralisateur
est e´gale a` la dimension de r. Alors le morphisme restreint greg → car
G
est un morphisme lisse dont les fibres sont des orbites sous G.
3. Soit gx+ l’alge`bre de Lie du centralisateur de x+. Alors, le sous-espace
affine x− + g
x+ est contenu dans greg et de plus, la restriction de χ a`
cet espace de´finit un isomorphisme x− + g
x+ → car
G
. Son inverse est
une section de Kostant ǫ : car
G
→ greg.
Nous avons besoin d’un e´nonce´ sur la section de Kostant qui tient compte
de l’action deGm. Conside´rons l’action ρ(Gm) sur g qui agit trivialement sur
t et pour toute racine α, ρ(Gm) agit sur l’espace propre gα par ρ(t)(xα) =
tht(α)xα pour tous xα ∈ gα. En particulier ρ(t)x+ = tx+ de sorte que ρ(Gm)
laisse stable le sous-espace vectoriel gx+ de g. Du fait que ρ(t)x− = t
−1x−,
il ne laisse pas stable la section de Kostant x− + g
x+ . Conside´rons l’action
ρ+ de Gm sur g de´finit par
ρ+(t)(x) = tρ(t)(x)
le compose´ de ρ par l’homothe´tie. Il est clair que
ρ+(t)(x−) = x−
et que ρ+(Gm) laisse stable x− + g
x+ .
Proposition 2.2 L’isomorphisme ǫ−1 : x− + g
x+ → car
G
est Gm-e´quiva-
riante pour l’action de ρ+(Gm) sur x−+g
x+ et pour l’action de Gm sur carG
mentionne´ dans le the´ore`me.
De´monstration. L’action de Gm a` travers ρ sur g laisse stable g
x+ et est diag-
onalisable. Soit {v1, . . . ,vr} une base de g
x+ forme´e de vecteurs propres sous
l’action ρ(Gm) de valeurs propres ρ(t)vi = t
nivi avec ni ∈ N. En ajoutant
l’homothe´tie, on a ρ+(t) = t
ni+1(vi).
Soit x ∈ g re´gulier. Il existe un unique y = x−+
∑r
i=1 v
∗
i (y)vi conjugue´ a`
x. Les fonctions x 7→ v∗i (y) engendrent alors l’alge`bre des polynoˆmes ad(G)-
invariantes sur g. Il reste a` de´montrer qu’ils sont homoge`nes de bon degre´.
Pour tout t ∈ Gm, tx est conjugue´ a` ty = tx− +
∑r
i=1 tv
∗
i (y)vi. Cet
e´le´ment est conjugue´ par ad ◦ ρ(t) a`
ad ◦ ρ(t)(ty) = x− +
r∑
i=1
tni+1v∗i (y)vi
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puisque pour toute racine simple α ∈ ∆, 〈−α, ρ∨〉 = −1, si bien que les
polynoˆmes ui sur g qui correspondent a` v
∗
i via l’isomorphisme de Kostant
k[g]ad(G)
∼
−→ k[x−+g
x+ ], sont bien des polynoˆmes homoge`nes de degre´ ni+1.
En particulier, l’ensemble des ni et l’ensemble des mi sont identiques, ce qui
est d’ailleurs un the´ore`me de Kostant. 
Proposition 2.3 Le morphisme de Chevalley χ : g → car
G
est Aut(G)-
e´quivariant pour l’action de Aut(G) sur g induite de l’action tautologique sur
G et l’action de Aut(G) sur carG a` travers Out(G). La section de Kostant
ǫ : carG → x− + g
x+ ⊂ g est Out(G)-e´quivariante pour l’action de Out(G)
sur g qui fixe l’e´pinglage.
Nous allons maintenant rappeler la construction du morphisme de Hitchin
dans un langage un peu diffe´rent de [11]. Soit S un sche´ma de base quel-
conque. Pour tout S-groupe alge´brique lisse G, on note BG le classifiant
de G au-dessus de S. Ce champ associe a` tout S-sche´ma S la cate´gorie en
groupo¨ıdes des G-torseurs sur S. Pour tout G-torseur E sur S, on note
hE : S → BG le morphisme associe´. Pour tout S-sche´ma V muni d’une
action relative de de G, on note [V/G] le champ quotient de V par G. Par
de´finition, il associe a` tout S-sche´ma S la cate´gorie dont les objets consis-
tent en un G-torseur E sur S plus une section ϕ : S → VS ×
G E de l’image
re´ciproque de V tordue par le torseur E. Cette construction s’applique en
particulier au S-fibre´ vectoriel V muni d’une action ν : G → GL(V ). Pour
tout G-torseur E sur une base S, on note ν(E) = V ×G E le fibre´ vectoriel
tordu par ν sur S, de fibres isomorphes a` V . Le quotient [V/G] classifie les
G-torseurs E sur X munis d’une section ϕ ∈ H0(S, ν(E)).
Maintenant S sera la courbe X et G sera le sche´ma en groupes re´ductifs
sur X comme dans le paragraphe pre´ce´dent. Le groupe G agit sur le fibre´
vectoriel Lie(G) par l’action adjointe. Par ailleurs Gm agit sur Lie(G) par
homothe´tie et ses deux actions commutent.
Soit (E,ϕ) ∈ M(S) un point de M a` valeurs dans un k-sche´ma S. La
donne´e de E induit un morphisme hE : X × S → BG. Le fibre´ en droites
OX(D) associe´ au diviseur D de X , induit un morphisme hD : X → BGm.
On a donc un morphisme hE × hD : X × S → BG × BGm. La donne´e de
la section ϕ ∈ H0(X × S, ad(E)⊗OX(D)) est donc e´quivalente a` la donne´e
d’un morphisme
hE,ϕ : X × S → [Lie(G)/(G×Gm)]
qui rele`ve hE × hD : X × S → [BG×BGm]. La donne´e des tels morphismes
hE,ϕ de´termine donc le couple (E,ϕ) et vice versa.
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Soit τG le Aut(G)-torseur associe´ a` G comme dans §1. L’alge`bre de Lie
de G s’obtient alors en tordant g par τG
Lie(G) = g ×Aut(G) τG
de meˆme que G = G ×Aut(G) τG. On a une action stricte de Aut(G) sur
[g/G×Gm] de sorte qu’on peut e´galement tordre [g/G×Gm] par le Aut(G)-
torseur τG. On obtient ainsi
[g/G×Gm]×
Aut(G) τG = [Lie(G)/G×Gm].
On a une action de Aut(G) a` travers Out(G) sur car
G
de sorte qu’on
peut tordre car
G
par τG
car := car
G
×Aut(G) τG.
Le morphisme de Chevalley χ : g → car
G
e´tant Aut(G) ×Gm-e´quivariant,
il induit un morphisme de X-sche´mas Lie(G) → car qui est G × Gm-
e´quivariant. On en de´duit un morphisme de champs quotients
[χ] : [Lie(G)/(G×Gm)]→ car/Gm.
Pour de´finir le morphisme de Hitchin, il suffit maintenant de composer
avec [χ] comme dans le diagramme
X × S
hE,ϕ
//
ha
))
hE×hD ((QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q
hD
,,XXXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
XXX
[Lie(G)/(G×Gm)]
[χ]
//

[car/Gm]

BG×BGm // BGm
Il associe donc une fle`che hE,φ au-dessus de hE × hD une fle`che ha au-dessus
de hD.
Lemme 2.4 Le foncteur qui associe a` un k-sche´ma S la cate´gorie des fle`ches
S×X → [car/Gm] au-dessus de la fle`che hD : X×S → BGm est repre´sentable
par un espace affine A appele´ l’espace affine de Hitchin.
De´monstration. La donne´e de ha est e´quivalente a` la donne´e d’une section
a : X × S → car×Gm LD
de l’espace affine car tordu par le Gm-torseur LD au-dessus de X × S. Le
tordu car×Gm LD est l’espace total d’un fibre´ vectoriel sur X car il provient
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apre`s torsion de l’espace affine car
G
. Par suite, le foncteur ci-dessus men-
tionne´ est repre´sentable par l’espace affine associe´ a` l’espace des sections
globales de ce fibre´ vectoriel. 
Dans le cas ou` G est isomorphe au-groupe constant G
∼
−→X×G, car×Gm
LD est l’espace total du fibre´ totalement de´compose´
⊕r
i=1OX((mi + 1)D).
L’espace de ses sections globales est
A(k) =
r⊕
i=1
H0(X,OX((mi + 1)D)).
C’est la description originale de Hitchin de cet espace affine. Dans le cas ou`
G est le groupe unitaire associe´ a` un reveˆtement e´tale quadratique X ′ → X ,
le fibre´ inversible de carre´ trivial sur X associe´ a` X ′ → X , intervient dans la
description de l’espace de Hitchin, voir [20].
Il sera bien commode de pouvoir choisir un k-point dans la fibreMa. Ceci
ne´cessite des hypothe`ses supple´mentaires sans lesquellesMa(k) pourrait eˆtre
vide.
Proposition 2.5 On supposera que G est quasi-de´ploye´ c’est-a`-dire que les
Aut(G)-torseurs τG et τ
ext
G construits dans §1 sont isomorphes. On se donne
de plus une racine carre´e L
⊗1/2
D de LD. Alors, il existe une section du mor-
phisme de Hitchin.
De´monstration. On va construire une section du morphisme de Hitchin en
modelant sur la section de Kostant.
On a vu que la section de Kostant car
G
∼
−→x− + g
x+ induit un isomor-
phisme
[car
G
/Gm]
∼
−→ [(x− + g
x+)/ρ+(Gm)].
En conside´rant l’homomorphisme diagonal Gm → Gm ×Gm, on obtient un
morphisme
[(x− + g
x+)/ρ+(Gm)]→ [g/Gm × ρ(Gm)]
ou` dans champ but, le premier facteur de Gm agit par l’homothe´tie et ou`
le second par ρ. La petite complication vient du fait que l’homomorphisme
ρ : Gm → Aut(g) ne factorise par un caracte`re Gm → G et il faut en prendre
une racine carre´e.
Notons donc G
[2]
m → Gm l’homomorphisme d’une copie de Gm note´e G
[2]
m
dans Gm qui consiste a` l’e´le´vation a` la puissance 2. Par le changement de
base BG
[2]
m → BGm, on obtient les morphismes
[car
G
/G[2]m ]
∼
−→ [(x− + g
x+)/ρ+(G
[2]
m )]→ [g/G
[2]
m × ρ(G
[2]
m )]
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ou` G
[2]
m agit a` travers l’homomorphisme G
[2]
m → Gm.
On a maintenant un cocaracte`re 2ρ : G
[2]
m → T → G qui induit un
morphisme
[g/G[2]m × ρ(G
[2]
m )]→ [g/G
[2]
m ×G].
En composant, on obtient donc un morphisme
[car
G
/G[2]m ]→ [g/G
[2]
m ×G].
qui rele`ve le morphisme de Chevalley [g/G
[2]
m ×G] → [car
G
/G
[2]
m ]. Le mor-
phisme ci-dessus est e´quivariant pour l’action de Out(G) de sorte qu’on peut
le tordre par le torseur τ ext(G). En utilisant l’hypothe`se G quasi-de´ploye´
τ(G) = τ ext(G), on en de´duit un morphisme
[car/G[2]m ]→ [Lie(G)/G×G
[2]
m ].
Maintenant, la donne´e d’une fle`che ha : X × S → [car/Gm] au-dessus de
hD : X → BGm correspondant au Gm-torseur LD, plus une racine carre´e
L
⊗1/2
D de LD, correspond simplement a` une fle`che h
1/2
a : X × S → [car/G
[2]
m ].
En composant avec la section de´finie ci-dessus on obtient une fle`che
h
1/2
φ : X × S → [Lie(G)/G×G
[2]
m ]
qui consiste en une fle`che
hφ : X × S → [Lie(G)/G×Gm]
au-dessus de hD : X × S → BGm, plus d’une racine carre´e de LD. 
3 Centralisateurs
Dans cette section, on va construire un sche´ma en groupes lisse J au-
dessus de car muni d’un homomorphisme χ∗J → I vers le sche´ma en groupes
des centralisateurs I au-dessus de g. Cet homomorphisme est un isomor-
phisme au-dessus de l’ouvert greg des e´le´ments re´guliers de g.
Conside´rons le sche´ma en groupes I sur g des paires
I
G
= {(x, g) ∈ g×G | ad(g)x = x}.
L’action adjointe de G sur g se rele`ve a` I de fac¸on e´vidente ad(h)(x, g) =
(ad(h)x, hgh−1). L’action par homothe´tie de Gm sur g se rele`ve e´galement
t(x, g) = (tx, g). On en de´duit un sche´ma en groupes
[I
G
] := [I
G
/G×Gm]
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au-dessus de [g/G×Gm]. De plus, l’action de Aut(G) sur [g/G×Gm] rele`ve
a` [I
G
] de sorte qu’on peut tordre [I
G
] par le Aut(G) torseur τG. On obtient
ainsi un sche´ma en groupes [I] au-dessus de [g/G×Gm]. Notons un e´nonce´
tautologique.
Lemme 3.1 Soit (E,ϕ) ∈M(S) une paire de Hitchin. Soit hE,ϕ : X×S →
[g/G×Gm] le morphisme associe´. Alors on a
IE,ϕ = h
∗
E,ϕ[I].
Le morphisme caracte´ristique de Chevalley χ : g → car
G
admet une
section, due a` Kostant ǫ : car
G
→ g dont l’image est contenue dans l’ouvert
dense greg des e´le´ments re´guliers de g. On note J
G
= ǫ∗I
G
et on l’appelle le
centralisateur re´gulier. La fac¸on dont on construit ici J
G
de´pend de la section
de Kostant mais il n’en de´pend pas en fait.
Par de´finition, greg est l’ouvert de g des e´le´ments x dont le centralisateur
Ix a dimension e´gale a` r le rang de g. On sait de plus qu’au-dessus de g
reg,
le sche´ma en groupes I
G
→ g est lisse. Puisque l’image de la section de
Kostant ǫ est contenu dans greg, le sche´ma en groupes J
G
→ car
G
est aussi
lisse de dimension relative r. Rappelons qu’ici on a utilise´ l’hypothe`se que
la caracte´ristique de k ne divise pas l’ordre de groupe de Weyl de G. Il sera
inte´ressant de savoir si en petites caracte´ristiques, la restriction de I
G
a` greg
est encore plate. Si c’est le cas, la plupart des re´sultats de ce travail devrait
se ge´ne´raliser en petites caracte´ristiques.
Proposition 3.2 On a un isomorphisme canonique χ∗J
G
|
g
reg
∼
−→ I
G
|
g
reg qui,
de plus, se prolonge en un homomorphisme de sche´ma en groupes χ∗J
G
→ I
G
.
De´monstration. Conside´rons le morphisme
β : G× car
G
→ greg
de´fini par (g, a) 7→ ad(g)ǫ(a) ou` ǫ : car
G
→ g est la section de Kostant.
C’est un morphisme lisse et surjectif donc fide`lement plat. L’image inverse
de I
G
|
g
reg par β est l’ensemble des triplets (g, a; h) tel que ad(hg)ǫ(a) =
ad(g)ǫ(a). L’image inverse de χ∗J
G
|
g
reg sur G × car
G
est l’ensemble des
triplets (g, a; h′) tel que ad(h′)κ(a) = κ(a). On a clairement un isomorphisme
β∗χ∗J |
g
reg
∼
−→β∗I|
g
reg
de´fini par (g, a, h′) 7→ (g, a; h) avec h = gh′g−1.
En vertu du the´ore`me de descente fide`lement plate, pour de´montrer que
cet isomorphisme descend en un isomorphisme χ∗J
G
|
g
reg
∼
−→ I
G
|
g
reg , il suffit
de de´montrer une e´galite´ de cocycle sur
(G× car
G
)×
g
reg (G× car
G
).
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Ce produit fibre´ est l’espace des (g1, g2; a) tels que ad(g1)ǫ(a) = ad(g2)ǫ(a), ou
autrement dit g−11 g2 ∈ Iκ(a). L’e´galite´ de cocycle a` de´montrer consiste entre
l’e´galite´ entre les deux isomorphismes entre les images inverses de χ∗J
G
|
g
reg
et I
G
|
g
reg donne´ par h′ 7→ g1h
′g−11 et h
′ 7→ g1h
′g−11 . Ils se diffe`rent l’un de
l’autre de l’automorphisme inte´rieur int(g−1g2) de Iκ(a) lequel n’est autre
l’identite´ parce que Iκ(a) est un groupe commutatif. On en de´duit par le
the´ore`me de descente fide`lement plate de Grothendieck, un isomorphisme
χ∗J
G
|
g
reg
∼
−→ I
G
|
g
reg .
Puisque J
G
est lisse sur car
G
, χ∗J
G
est un sche´ma en groupes lisse sur
g. Puisque g − greg est un ferme´ de codimension trois de g, en particulier
plus grande que deux, χ∗J−χ∗J |
g
reg est un ferme´ de codimension plus grand
que 2 du sche´ma χ∗J
G
. Celui-ci est par ailleurs un sche´ma lisse donc normal.
Le morphisme χ∗J
G
|
g
reg → I
G
a` valeur dans le sche´ma affine I
G
se prolonge
donc en un unique morphisme χ∗J
G
→ I
G
[EGA IV.4 20.4.12]. L’unicite´ du
prolongement implique que celui-ci est un homomorphisme de sche´mas en
groupes sur g. 
Cette proposition ge´ne´ralise une ope´ration bien connue dans le cas GL(n).
L’espace car
G
classifie dans ce cas les polynoˆmes unitaires de degre´ n. Pour
tout a ∈ car
G
vu comme un polynoˆme unitaire a ∈ k[t], Ja est le groupe des
e´le´ments inversibles de l’alge`bre k[t]/(a). Pour toute application line´aire x :
kn → kn de polynoˆme caracte´ristique a, on peut faire agir l’alge`bre k[t]/(a)
sur l’espace vectoriel kn en faisant agir la variable t comme l’endomorphisme
x. Cette action commute a` x si bien qu’elle de´finit un homomorphisme Ja →
Ix ou` Ix est le centralisateur de x.
Proposition 3.3 Il existe un sche´ma en groupes [J ] au-dessus du quotient
[car/Gm], uniquement de´termine´ a` un unique isomorphisme pre`s, dont l’im-
age inverse sur car est le sche´ma des centralisateurs re´guliers J . De plus,
sur [g/G × Gm], on a un homomorphisme canonique [χ]
∗[J ] → [I] dont la
restriction a` [greg/G×Gm] est un isomorphisme.
De´monstration. L’action de Gm sur g par l’homothe´tie pre´serve l’ouvert g
reg
des e´le´ments re´guliers, d’ou` une action de Gm sur I|greg et donc une action
de Gm sur χ
∗J |
g
reg , compatible a` l’action de Gm sur g
reg. Cette action induit
par la descente fide`lement plate une action de Gm sur J compatible a` l’action
νχ(Gm) sur car. En prenant le quotient au sens des champs de J par cette
action de Gm, on obtient le sche´ma en groupes [JG] sur [car/νχ(Gm] de´sire´.
L’homomorphisme [χ]∗[J
G
]→ [I
G
] s’obtient e´galement de χ∗J
G
→ I
G
par la
descente fide`lement plate.
Pour passer du groupe constant G au sche´ma en groupes G, on utilise de
nouveau le Aut(G)-torseur τG. En tordant [JG]/[car/Gm] par τG, on obtient
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un sche´ma en groupes lisses [J ]/[car/Gm] qui vient avec un homomorphisme
χ∗[J ]→ [I] entre sche´mas en groupes sur [g/G×Gm]. 
Proposition 3.4 Le morphisme [greg/G] → car
G
est une gerbe lie´e par J .
De plus, cette gerbe est neutralise´e par la section de Kostant et on a un
isomorphisme Out(G)-e´quivariant
[greg/G]
∼
−→ [car
G
/J ].
De´monstration. Il revient au meˆme de de´montrer l’isomorphisme
[greg/G]
∼
−→ [car
G
/J ].
Pour cela, on utilise la section de Kostant κ : car
G
→ greg et le morphisme
G × car
G
→ greg donne´ par (g, a) 7→ ad(g)κ(a). Ce morphisme est lisse et
surjectif. Puisque J = κ∗I ou` I est le sche´ma en groupes des centralisateurs,
on a un isomorphisme
(G× car
G
)/J
∼
−→greg
d’ou` on de´duit l’isomorphisme [car
G
/J ]
∼
−→ [greg/G] en divisant par l’action
deG. Puisque la section de Kostant est Out(G)-e´quivariant, la neutralisation
de la J-gerbe [greg/G] est Out(G)-e´quivariante. 
Notons que la neutralisation de´finie par la section de Kostant est Out(G)-
e´quivariante mais n’est pas Aut(G)-e´quivariante pour l’action de Aut(G)
sur g de´duite de l’action tautologique de Aut(G) sur G. La structure de
[greg/G] comme J-gerbe est quant a` elle Aut(G)-e´quivariante. On en de´duit
le corollaire suivant apre`s la torsion par le Aut(G)-torseur τG.
Proposition 3.5 Au-dessus de X, [greg/G] est une J-gerbe au-dessus de
car. Cette gerbe est neutre si G est quasi-de´ploye´e c’est-a`-dire si τG = τ
ext
G .
Le centralisateur re´gulier J
G
au-dessus de car
G
peut eˆtre de´crit d’une
autre fac¸on d’apre`s un re´sultat de Donagi et Gaitsgory que nous allons passer
en revue (cf. [8]). Conside´rons le reveˆtement fini galoisien t → car
G
de
groupe de Galois W , ramifie´ le long du diviseur
D =
⋃
α∈Φ
Dα
ou` Dα est l’hyperplan de D est de´fini par la de´rive´e dα : t → Ga, et est
aussi le lieu des points fixes de l’involution sα ∈ W associe´e a` la racine
α. Conside´rons le faisceau en groupes J + sur car qui associe a` tout car
G
-
sche´ma S, le groupe des morphismes
t : S˜ = S ×car
G
t→ T
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qui sont W -e´quivariants. Soit s˜ ∈ S˜ un point fixe de sα, alors t(s˜) est un
point fixe par sα dans T. On en de´duit que α(t(s˜)) = ±1.
De´finition 3.6 Soit J le sous-foncteur ouvert de J + qui associe a` tout
car
G
-sche´ma S le groupe des morphismes t : S˜ → T qui sont W -e´quivariants
et tels que pour tout s˜ ∈ S˜ fixe par l’involution sα, on a α(t(s˜)) 6= −1.
La condition subtile α(t(x)) 6= −1 pour les x tels que sα(x) = x, fait
la distinction entre SL2 et PGL2. Dans ces deux cas, le tore maximal T est
isomorphe a` Gm, le groupe de Weyl W = S2 agit sur T par t 7→ t
−1 et
le sous-groupe des points fixes de T sous W est {±1}. Dans le cas SL2, la
racine positive consiste en le caracte`re α(t) = t2 ; dans le cas PGL2, c’est le
caracte`re α(t) = t. Ainsi, la condition α(t(x)) 6= −1 est vide dans le cas SL2,
mais elle est non vide dans le cas PGL2.
L’e´nonce´ suivant est du a` Donagi et Gaitsgory (cf. [8] the´ore`me 11.6).
Proposition 3.7 On a un isomorphisme J
G
∼
−→J entre faisceaux en groupes
au-dessus de car
G
.
Le the´ore`me 11.6. de loc. cit s’e´nonce dans un contexte le´ge`rement diffe´-
rent qu’ici. En particulier, leur centralisateur re´gulier est un sche´ma en groupes
lisse sur une base diffe´rente de car
G
. Toutefois, on peut montrer facilement
que les deux e´nonce´s sont e´quivalents en utilisant la re´solution simultane´e de
Grothendieck qui relie les deux bases.
Apre`s torsion par le Out(G)-torseur τOutG au-dessus de X , on obtient
l’e´nonce´ analogue pour le sche´ma en groupes J au-dessus de car. On a en
effet car = car
G
×Out(G) τOutG et J = JG ×
Out(G) τOutG .
Rappelons qu’on a un reveˆtement fini e´tale XΘ → X , pointe´ par un point
ge´ome´trique xΘ, de groupe de Galois Θ ou` Θ est l’image de l’homomorphisme
ρG : π1(X, x)→ Out(G) associe´ au Out(G)-torseur τ
Out
G . On a un morphisme
fini ramifie´
XΘ × t→ car
dont la restriction a` la partie semi-simple re´gulie`re XΘ × t
ssr → carssr est
e´tale galoisien de groupe de Galois W ′ = W ⋊Θ.
La proposition suivante est une conse´quence imme´diate de 3.7.
Proposition 3.8 Comme faisceau sur la topologie e´tale de car, J associe a`
tout car-sche´ma S le groupe des fle`ches W ′-e´quivariantes
t : S˜ = (XΘ × t)×car S → T
telles que pour toute racine α et pour tout s˜ ∈ S˜ fixe par l’involution sα, on
a α(t(s˜)) 6= −1.
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4 Action de Pa sur Ma
Dans cette section, on construit l’action canonique du champ de Picard
relatif P au-dessus de A sur la fibration de Hitchin f : M → A. On
de´montre ensuite que l’action de Pa sur Ma = f
−1(a) est simplement tran-
sitive pour des caracte´ristiques a tre`s re´gulie`res. Plus ge´ne´ralement, pour
des caracte´ristiques ge´ne´riquement semi-simples re´gulie`res, on de´montre une
formule de produit pour le quotient [Ma/Pa].
Soit a : S → A un k-sche´ma au-dessus de A. La donne´e de a est
e´quivalente a` la donne´e d’une fle`che ha : X × S → [car/Gm] qui rele`ve
hD : X → BGm. En prenant l’image re´ciproque de [J ], on a un sche´ma en
groupes lisse Ja := h
∗
a[J ] au-dessus de X × S. Notons Pa la cate´gorie de Pi-
card des Ja-torseurs sur X ×S. La re`gle a 7→ Pa de´finit un champ de Picard
au-dessus de l’espace affine de Hitchin A qu’on note P .
On va maintenant construire une action de P sur le champ M relative-
ment au-dessus de A. Soit S un Fq-sche´ma et a ∈ A(S). La fibre f
−1(a) est
la cate´gorie des paires (E,ϕ) ∈M(S) ayant la caracte´ristique a. Il s’agit de
faire agir la cate´gorie de Picard Pa sur cette cate´gorie fibre Ma.
Pour tout objet (E,ϕ) de f−1(a), on a le sche´ma en groupes IE,ϕ qui
repre´sente le faisceau des automorphismes de (E,ϕ) au-dessus de X×S. On
a un homomorphisme de sche´mas en groupes
Ja → I(E,ϕ)
qui se de´duit de l’homomorphisme canonique χ∗J → I sur g. Il s’ensuit qu’on
peut tordre la paire (E,ϕ) a` l’aide de tout torseur sous Ja sans changer la
caracte´ristique de (E,ϕ). Ceci de´finit l’action de Pa sur Ma.
D’apre`s le the´ore`me de restriction de Chevalley-Kostant, rappele´ en §2,
on sait que l’anneau des fonctions alge´briques sur l’espace affine car
G
est
canoniquement isomorphe a` l’anneau k[t]W des fonctions sur t qui sont W -
invariantes. On a donc un morphisme π : t→ car
G
qui est fini, ge´ne´riquement
e´tale galoisien de groupe de Galois W . Soit B
G
le lieu de branchement de π.
C’est le diviseur de car
G
de´fini par l’annulation de la fonction discriminante∏
α∈Φ dα. Ici, les fonctions dα : t → Ga de´signent la de´rivation de la racine
α : T → Gm ; leur produit e´tant visiblement invariant par W . Apre`s torsion
par le Out(G)-torseur τOutG , on obtient au-dessus de X , un morphisme fini
ramifie´ t ×Out(G) τOutG → carG ×
Out(G) τOutG que nous allons noter t → car.
On notera B ⊂ car le lieu de branchement de t→ car qui se de´duit de B
G
par torsion par τOutG .
Une caracte´ristique a ∈ A(k) est une section
ha : X → car×
Gm LD.
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Elle est dite tre`s re´gulie`re si ha(X) coupe transversalement le lieu de branche-
ment B ×Gm LD du morphisme fini qui se de´duit de π en tordant par le
Gm-torseur LD
De´finition 4.1 La caracte´ristique a est dite tre`s re´gulie`re si l’image de
la section sa(X) coupe transversalement le diviseur B ×
Gm LD, c’est-a`-dire
qu’elle coupe ce diviseur dans sa partie lisse avec la multiplicite´ un en chaque
point de l’intersection.
Lorsque le diviseur D est tre`s ample, les caracte´ristiques tre`s re´gulie`res
forment un ouvert dense de A d’apre`s le the´ore`me de Bertini (cf. [7]).
Proposition 4.2 Soit a ∈ A(k¯) une caracte´ristique tre`s re´gulie`re. Soit (E,ϕ)
une paire de Hitchin de caracte´ristique a. Alors l’application induite
hE,ϕ : X → [g/G×Gm]
se factorise par l’ouvert [greg/G×Gm].
De´monstration. Le proble`me e´tant local, on peut remplacerX par Spec(k[[t]]),
E par un G-torseur trivial et LD par un Gm-torseur trivial. La section ϕ est
alors une fle`che
ϕ : Spec(k¯[[t]])→ Spec(Og,x)
ou` Og,x est le localise´ de g en un point x ∈ g. Notons ϕ
# : Og,x → k[[t]]
l’homomorphisme local associe´. Notons mx l’ide´al maximal de Og,x ; on a
(ϕ#)−1(tk[[t]]) = mx en vertu de la localite´ de ϕ
#.
On doit de´montrer que x ∈ greg. Si ce n’est pas le cas, on a
discr =
∏
α∈Φ
dα ∈ m2x
puisque la fonction discriminante s’annule a` l’ordre au moins 2 a` un point x ∈
g non re´gulier. Il s’ensuit que l’image de discr dans k[[t]] est de valuation au
moins 2. Ceci contredit l’hypothe`se que la caracte´ristique a est tre`s re´gulie`re.

L’e´nonce´ suivant est une variante d’un the´ore`me de Faltings (cf. [7] III.2).
Proposition 4.3 Si a ∈ A(k¯) est une caracte´ristique tre`s re´gulie`re, l’action
du champ de Picard Pa sur la fibre de Hitchin Ma est simplement transitive.
Autrement dit, Ma est une gerbe lie´e par le champ de Picard Pa.
Sous l’hypothe`se supple´mentaire de 2.5, cette gerbe est neutre.
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De´monstration. Soit a ∈ A(k¯) une caracte´ristique tre`s re´gulie`re. La donne´e
de a est e´quivalente a` la donne´e d’une fle`che ha : X → [car/Gm] au-dessus
de hD : X → BGm. La donne´e d’un S-point (E,ϕ) dans la fibre Ma, est
e´quivalente a` la donne´e d’une fle`che hE,ϕ qui, dans le diagramme
X × S
hE,ϕ
//
ha ''O
OO
OO
OO
OO
OO
O
[g/(G×Gm)]
[χ]

[car/Gm]
rele`ve le morphisme ha constant sur le facteur S.
L’hypothe`se a tre`s re´gulie`re force la fle`che hE,ϕ a` se factoriser par l’ouvert
[greg/G×Gm]. Or, [g
reg/(G×Gm)] est une J-gerbe au-dessus de [car/Gm]
de sorte que la fibre Ma est un torseur sous la cate´gorie de Picard Pa des
Ja-torseurs. 
Lorsque la caracte´ristique a n’est plus tre`s re´gulie`re, l’action de Pa sur
Ma n’est plus simplement transitive. On peut encore dire quelque chose sur
le quotient [Ma/Pa] si la caracte´ristique de a est ge´ne´riquement semi-simple
re´gulie`re. Dans le cas ou` G = GLn et p > n, cette hypothe`se signifie que la
courbe spectrale est re´duite.
De´finition 4.4 Une caracte´ristique a ∈ A(k¯) est dite ge´ne´riquement semi-
simple re´gulie`re, si l’image du morphisme ha : X → car ×
Gm LD qui lui
est associe´, n’est pas contenue dans B ×Gm LD ou` B ⊂ car est le lieu de
branchement du morphisme π : t→ car.
On note A♥ l’ouvert de A des a ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`res.
Soit a ∈ A♥(k¯). Soit Ua l’image re´ciproque de X du comple´mentaire de
[B/νχ(Gm)]. Le comple´mentaire X−Ua est alors un ensemble fini de points.
Soit v ∈ X − Ua. Notons Xv le comple´te´ de X en v, le disque formel autour
de X , et X
•
v le disque formel pointe´.
Conside´rons la cate´gorieMa,v des paires (Ev, ϕv) ou` Ev est un G-torseur
sur Xv et ϕv est une section de ϕv ∈ H
0(Xv, ad(Ev) ⊗ OX(D)) ayant pour
caracte´ristique a. Autrement dit Ma,v est la cate´gorie des fle`ches
hϕv : Xv → [g/G×Gm]
qui rele`ve la fle`che hav : Xv × [car/Gm] de´duites de a : X → [car/Gm].
Notons Jav la restriction de Ja a` Xv ; on a Jav = h
∗
av [J ]. Soit Pa,v la cate´gorie
de Picard des Ja,v-torseurs sur Xv. On a une action de la cate´gorie de Picard
Pa,v sur la cate´gorieMa,v de´finie de la meˆme fac¸on que l’action de Pa surMa.
On peut former des 2-cate´gories quotients [Ma,v/Pa,v] analogues locaux du
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2-quotient [Ma(k)/Pa(k)], voir le comple´ment qui suit pour un petit re´sume´
sur les 2-cate´gories quotients.
Lemme 4.5 Soit a ∈ A♥(k) une caracte´ristique ge´ne´riquement semi-simple
re´gulie`re. Les 2-cate´gories quotients [Ma(k)/Pa(k)] et [Ma,v/Pa,v] sont alors
e´quivalentes a` des 1-cate´gories.
De´monstration. Il suffit de ve´rifier que le crite`re de Dat pour qu’un 2-quotient
soit e´quivalent a` une 1-cate´gorie, cf. lemme 4.7 qui suit. Dans le cas local, il
s’agit de de´montrer que pout tout objet (Ev, ϕv) deMa,v, l’homomorphisme
AutPa,v(1Pa,v)→ AutMa,v(Ev, ϕv)
du groupe des automorphismes de l’objet neutre de Pa,v dans celui de (Ev, ϕv)
qui se de´duit de l’action de Pa,v sur Ma,v est un homomorphisme injectif.
Pour de´montrer cette injectivite´, notons que la restriction du disque
formel Xv au disque formel pointe´ X
•
v induit des homomorphismes injectifs
lesquels sont repre´sente´s par les fle`ches verticales dans le diagramme suivant
AutPa,v(1Pa,v)

// AutMa,v(Ev, ϕv)

Aut(1Pa,v |X•v)
// Aut((Ev, ϕv)|X•v)
De plus, l’hypothe`se que a est ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`re implique
que la fle`che horizontale en bas est un isomorphisme. Il s’ensuit que la fle`che
horizontale en haut est e´galement injective. La meˆme de´monstration vaut
pour le quotient [Ma(k)/Pa(k)]. 
Supposons que la cate´gorie Ma(k) est non vide. C’est le cas notamment
si les hypothe`ses de 2.5 soient satisfaites. Soit (E∗, ϕ∗) un point dansMa(k)
par exemple le point de Kostant construit dans 2.5. SoitM•a,v l’ensemble des
(Ev, ϕv, ι
•
v) ou` (Ev, ϕv) est un objet de Mv(a) et ou` ι
•
v est un isomorphisme
au-dessus du disque pointe´ X
•
v entre (Ev, ϕv) et la paire de base (E
∗, ϕ∗).
Conside´rons aussi le groupe P •a,v des Jav -torseurs sur Xv munis d’une trivi-
alisation sur X
•
v. On a encore une action de P
•
a,v sur M
•
a,v.
The´ore`me 4.6 Supposons que la cate´gorieMa(k) est non vide. Alors, on a
des e´quivalences de cate´gories
[Ma(k)/Pa(k)] =
∏
v∈X−Ua
[Ma,v/Pa,v] =
∏
v∈X−Ua
[M•a,v/P
•
a,v].
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De´monstration. On a des morphismes naturels qui forment un triangle :
∏
v[M
•
a,v/P
•
a,v]
α
//
β
((RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
[Ma/Pa]
γ
wwnnn
nn
nn
nn
nn
n
∏
v[Ma,v/Pa,v]
ou` :
– la fle`che α est une fle`che de recollement formel a` la Beauville-Laszlo
(cf. [1]). A` l’aide des isomorphismes sur les disques pointe´s X
•
v, elle
recolle les G-torseurs Ev sur les disque Xv a` la restriction de E
∗ a`
l’ouvert comple´mentaire de la re´union des v, en un G-torseur E sur X .
Les sections ϕv et ϕ
∗ se correspondant via l’isomorphisme sur le disque
pointe´, se recollent donc en une section ϕ de ad(E)⊗OX(D) au-dessus
de X . Ce foncteur de recollement est compatible a` l’action de P •av et de
Pa et de´finit donc une fle`che entre les quotients.
– la fle`che β est l’oubli des trivialisations ge´ne´riques.
– la fle`che γ est la restriction de X a` Xv.
Il est clair que β = γ ◦ α.
Il suffit de de´montrer que α et β sont des e´quivalences de cate´gorie. Mon-
trons d’abord que le foncteur
α :
∏
v∈X−Ua
[M•a,v/P
•
a,v]→ [Ma(k)/Pa(k)]
est pleinement fide`le. Donnons-nous m = (mv) et n = (nv) avec mv, nv dans
M•a,v pour toutes places v ∈ X −Ua et un isomorphisme de α(m) dans α(n)
dans [Ma/Pa]. Cet isomorphisme consiste en un objet p de Pa qui envoie
α(m) sur α(n) vus comme objets deMa. Or les restrictions de α(m) et α(n)
a` l’ouvert Ua sont isomorphes a` la restriction de (E
∗, ϕ∗) de sorte que le
Ja-torseur p est muni d’une trivialisation sur l’ouvert X −Ua. Il de´finit donc
un objet de
∏
v Pa,v. Ceci prouve que le foncteur α est pleinement fide`le.
Montrons maintenant que α est une foncteur essentiellement surjectif.
Soit m un objet de Ma. Sur l’ouvert Ua, il existe un Ja-torseur p
′ tel que
p′m|X = (E
∗, ϕ∗)|Ua . On peut prolonger le Ja-torseur p
′ sur X
0
en un Ja-
torseur p sur X parce que sur les disques pointe´s, n’importe quel Ja-torseur
est trivial. Les deux points pm et (E∗, ϕ∗) sont munis d’un isomorphisme
au-dessus de l’ouvert Ua. On en de´duit les points mv de M
•
a,v tels qu’en
recollant les mv avec le point base (E
∗, ϕ∗), on obtient pm.
On de´montre de fac¸on similaire que le foncteur β est pleinement fide`le et
essentiellement surjectif. 
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Comple´ment : 2-cate´gorie quotient
Rappelons la construction de la 1-cate´gorie quotient d’un ensemble X par l’ac-
tion d’un groupe G. La cate´gorie quotient est la cate´gorie qui re´sout un proble`me
universel
– Q est une cate´gorie muni d’un foncteur pi : X → Q, X e´tant conside´re´
comme une cate´gorie sans autres fle`ches que les identite´s.
– ι est un isomorphisme de foncteur pi◦prX
∼
−→pi◦act ou` prX , act : G×X ⇒ X
sont les application respectivement de projection sur X et de l’action de G
sur X.
– ι ve´rifie une e´galite´ de 1-cocycle sur G×G×X.
La cate´gorie quotient Q est construit comme la cate´gorie ayant l’ensemble des
objets l’ensemble ob(Q) = X, et pour tous x1, x2 ∈ ob(Q),
HomQ(x1, x2) = {qg | g ∈ G tel que gx1 = x2}.
La structure de composition dans la cate´gorie Q vient de la multiplication dans
le groupe G. Pour tout g ∈ G, x ∈ X, on a donc une fle`che canonique qg ∈
HomQ(x, gx) qui de´finit l’isomorphisme entre les deux foncteurs pi ◦prX
∼
−→pi ◦act.
Soient maintenant X une cate´gorie en groupo¨ıdes et G une cate´gorie de Picard
agissant sur X. Le quotient Q de X par G est une 2-cate´gorie qui re´sout un
proble`me universel :
– Q est une 2-cate´gorie munie d’un 2-foncteur pi : X → Q, X e´tant conside´re´
comme une 2-cate´gories n’ayant que des 2-fle`ches identite´s.
– un objet donne´ dans la 1-cate´gorie Hom(pi◦prX , pi◦act) ou` prX , act : G×X ⇒
X sont respectivement les foncteurs de projection sur X et de l’action de G
sur X.
– une 2-fle`che donne´e au niveau de G2 ×X.
– une e´galite´ de 2-cocycle sur la 2-fle`che au niveau de G3 ×X.
Cette 2-cate´gorie quotient Q peut eˆtre construite comme suit.
– L’ensemble des objets de Q est l’ensembles des objets de X.
– Soit x1, x2 ∈ ob(X), les objets de la 1-cate´gorie HomQ(x1, x2) sont les paires
qg,α = (g, α) ou` g est un objet de G et α ∈ HomX(gx1, x2).
– Une 2-fle`che qg,α ⇒ qg′,α′ est un e´le´ment β ∈ HomG(g, g
′) tel que le triangle
forme´ de act(β, 1x1) : gx1 → g
′x1, α : gx1 → x2 et α
′ : g′x1 → x2, commute.
J.-F. Dat m’a explique´ le crite`re suivant pour qu’un 2-quotient soit e´quivalent
a` une 1-cate´gorie.
Lemme 4.7 Pour que le 2-quotient d’une cate´gorie en groupo¨ıdes X par l’action
d’un cate´gorie de Picard Q soit e´quivalente a` une 1-cate´gorie, il faut et il suffit
que pour tout objet x de X, l’homomorphisme
AutQ(1Q)→ AutX(x)
de´duit de l’action de Q sur X, soit un homomorphisme injectif.
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De´monstration. Pour que le 2-quotient [X/Q] soit e´quivalente a` une 1-cate´gorie, il
faut et il suffit que pour tous objets x1, x2 de [X/Q], la 1-cate´gorie des fle`ches de
x1 dans x2 soit une cate´gorie discre`te. Par construction du 2-quotient, ceci revient
a` l’injectivite´ mentionne´e dans l’e´nonce´. 
5 Lissite´
Dans la section 1, on a un homomorphisme ρG : π1(X, x)→ Out(G) dont
l’image est Θ. Soit Θgeo le sous-groupe de Θ l’image du groupe fondamental
ge´ome´trique de X
ρgeoG : π1(X, x)→ Out(G)
ou` X = X ⊗k k. Puisque π1(X, x) est un sous-groupe distingue´ de π1(X, x),
Θgeo est un sous-groupe distingue´ de Θ. Notons X
geo
Θ le reveˆtement fini e´tale
galoisien de X de groupe de Galois Θgeo associe´. Il est pointe´ par x
geo
Θ au-
dessus de x.
Nous supposons dans cette section que le groupe des caracte`res X de T
n’a pas de vecteurs non triviaux invariants sous W ′geo = W ⋊ Θgeo. C’est
en particulier le cas si G est un groupe semi-simple. Nous allons dans ce
cas de´montrer que le produit fibre´ M×
A
A
♥ est lisse et que le morphisme
P ×
A
A
♥ → A♥ est lisse.
Soit a ∈ A(k) une caracte´ristique ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`re
correspondant a` une section ha : X → car ×
Gm LD. Soit X˜a → X le
reveˆtement fini plat, ge´ne´riquement e´tale galoisien de groupe de Galois W ′geo
obtenu par l’image re´ciproque du morphisme ha : X → [car ×
Gm LD] ⊗k k
du reveˆtement [X
geo
Θ × t×
Gm LD]→ [car ×
Gm LD]⊗k k. Notons Ja = h
∗
a[J ]
et Lie(Ja) son sche´ma en alge`bres de Lie.
Lemme 5.1 Pour toutes caracte´ristiques a ∈ A♥(k), on a l’annulation
H0(X,Lie(Ja)) = 0.
De´monstration. D’apre`s 3.3, pour tout X-sche´ma S, les sections du fais-
ceau Lie(Ja) au-dessus de S sont les sections de S˜ = S ×X X˜a a` valeurs
dans t qui sont W ′geo-e´quivariants. Ainsi H
0(X,Lie(Ja)) est le groupe des
sections X˜a → t qui sont W
′
geo-e´quivariantes. Puisque X˜a est une courbe
propre ge´ome´triquement connexe re´duite d’apre`s l’hypothe`se ge´ne´riquement
semi-simple re´gulie`re H0(X˜, t) = t. Or, le sous-espace des sections W ′geo-
e´quivariantes tW
′
geo = 0 s’annule de sorte que H0(X,Lie(Ja)) = 0. 
Proposition 5.2 La restriction P×
A
A
♥ de P a` l’ouvert des caracte´ristiques
ge´ne´riquement semi-simples re´gulie`res, est lisse au-dessus de A♥.
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De´monstration. Pour tous a ∈ A(k) l’alge`bre de Lie de Pa est l’espace vec-
toriel H1(X,Lie(Ja)). Au-dessus de l’ouvert A
♥, la dimension de cet espace
vectoriel reste constant parce que H0(X,Lie(Ja)) s’annule d’apre`s le lemme
pre´ce´dent. 
D’apre`s Biswas et Ramanan (cf. [4]), l’espace tangent de M en un point
(E,ϕ) ∈M(k) se calcule comme suit. Formons le complexe a` deux crans de
faisceaux localement libres sur X
ad(E,ϕ) = [0→ ad(E)
ad(ϕ)
−−→ ad(E)⊗OX(D)→ 0]
ou` la fle`che ad(ϕ) est donne´e par x 7→ [x, ϕ] pour toutes sections locales x de
ad(E). L’espace tangent deM en le point (E,ϕ) est alors le premier groupe
d’hypercohomologie H1(X, ad(E,ϕ)).
Proposition 5.3 Supposons que f(E,ϕ) = a ∈ A♥(k¯) c’est-a`-dire que le
polynoˆme caracte´ristique de ϕ soit ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`re .
Alors, H2(X, ad(E,ϕ)) = 0 de`s que deg(D) > 2g − 2.
De´monstration. L’existence de la forme de Killing implique que le fibre´ vec-
toriel ad(E) est auto-dual. Le complexe parfait [ad(E)
ad(ϕ)
−−→ ad(E)⊗OX(D)]
est donc dual au complexe [ad(E)⊗ OX(−D) ⊗ ΩX
ad(ϕ)
−−→ ad(E) ⊗ ΩX ]. Par
dualite´ de Serre, il suffit de de´montrer que
H0(X, [ad(E)⊗OX(−D)⊗ ΩX
ad(ϕ)
−−→ ad(E)⊗ ΩX ]) = 0
de`s que deg(D) > 2g − 2.
Notons K = ker[ad(E) → ad(E)⊗ OX(D)] le noyau de le fle`che ad(ϕ) :
x 7→ [x, φ] ; K est un OX-Module localement libre puisque qu’il est une sous-
OX -Module de ad(E). De meˆme, le quotientM = ad(E)/K, e´tant isomorphe
a` une sous-OX -Module de ad(E)⊗OX(D), est aussi localement libre.
Le commutant K de ϕ est un faisceau en sous-alge`bres de Lie de ad(E).
Sur l’ouvert dense Ua de X , K est un faisceau en sous-alge`bres de Cartan.
Puisque K est localement libre, le crochet est partout nul sur K. L’action de
K sur ad(E) par de´rivation induit donc une action de K sur ad(E)/K =M
c’est-a`-dire on a un homomorphisme de faisceaux en alge`bres de Lie
K → End(M).
Cet homomorphisme est injectif sur un ouvert dense, donc partout injec-
tif puisque K est localement libre. Notons A le sous-faisceau de End(M)
des sections commutantes a` l’image de K qui contient donc K puisque
le crochet est nul sur K. La OX -Alge`bre A e´tant un sous-OX -Module de
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End(M), est ne´cessairement localement libre comme OX -Module. Puisqu’elle
est ge´ne´riquement commutatif, elle est partout commutative. On a donc un
homomorphisme injectif de OX -Modules localement libres K → A ou` A a de
plus une structure de OX -alge`bres. On en de´duit une fle`che injective
H0(X,K ⊗OX(−D)⊗ ΩX)→ H
0(X,A⊗OX(−D)⊗ ΩX))
de sorte qu’il suffira de de´montrer l’annulation du dernier H0.
Conside´rons le reveˆtement Y = SpecOX (A) fini et plat de X . Il suffit
de de´montrer que pour tout faisceau inversible L de degre´ ne´gatif sur X ,
H0(Y, L) = 0. Ceci est e´vident car la restriction de L a` toute composante
connexe du normalise´ de Y est encore de degre´ strictement ne´gatif. 
6 Description de π0(P/A
♥)
Dans cette section, on va de´crire le faisceau π0(P/A
♥) dont la fibre au-
dessus d’un point ge´ome´trique a ∈ A♥(k¯) est π0(Pa). La construction du
faisceau π0(P/A
♥) est base´e sur l’e´nonce´ suivant de Grothendieck (cf. [EGA
IV.3] 15.6.4)
Proposition 6.1 Soient Y un sche´ma noethe´rien, f : X → Y un mor-
phisme de type fini, plat, a` fibres ge´ome´triquement re´duites. Soit g : Y → X
une section de f . Pour tous points y ∈ Y , notons X0y la composante connexe
de Xy contenant g(y). Alors, la re´union X
0 des X0y est un ouvert de Zariski
de X.
Voici une conse´quence de cet e´nonce´.
Proposition 6.2 Soient Y un sche´ma noethe´rien, f : X → Y un mor-
phisme de type fini, plat, a` fibres ge´ome´triquement re´duites. Pour tout ouvert
e´tale Y ′ → Y , conside´rons la relation d’e´quivalence sur X(Y ′) = MorY (Y
′, X)
de´finie comme suit : deux sections
g1, g2 : Y
′ → X ′ = X ×Y Y
′
sont e´quivalentes si pour tous y′ ∈ Y ′, g1(y
′) et g2(y
′) appartiennent a` la
meˆme composante connexe de la fibre Xy′. Soit π0(X/Y ) le faisceau associe´
au pre´faisceau des sections de f : X → Y modulo cette relation d’e´quivalence.
Ce faisceau est un faisceau constructible. De plus, pour tout point y ∈ Y ,
la fibre en y de π0(X/Y ) est π0(Xy). Il en est de meˆme pour les points
ge´ome´triques.
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De´monstration. Pour toute section g : Y ′ → X de f : X → Y au-dessus d’un
ouvert e´tale Y ′ de Y , on a un ouvert de Zariski Ug de X
′ = X ×Y Y
′ dont
la trace sur la fibre Xy′ au-dessus de chaque point y
′ ∈ Y ′ est la composante
connexe de Xy′ contenant le point g(y
′). De plus, on peut trouver une telle
section g passant par n’importe quel point x dans le lieu de lissite´ de f quitte
a` re´tre´cir l’ouvert Y ′. Par la quasi-compacite´ du lieu lisse de f , il existe un
nombre fini d’ouverts e´tales {Y ′i }
n
i=1 et des sections gi : Y
′
i → X telles que la
re´union disjointe des ouverts Ugi s’envoie surjectivement sur le lieu lisse de
f . On en de´duit la constructibilite´ de π0(X/Y ). Cette constructibilite´ peut
aussi se de´duire de la constructiblite´ de R2df!Qℓ ou` d est la dimension relative
de f .
Soit y un point de Y . Il faut montrer que π0(Xy) est la limite inductive des
ensembles des classes d’e´quivalence de X(Y ′) quand Y ′ parcourt l’ensemble
des voisinages e´tales pointe´s par le point y.
Pour toute section g : Y ′ → X de f au-dessus d’un voisinage e´tale Y ′
pointe´ par y, le point g(y) appartient a` une unique composante connexe
de la fibre Xy. Si g1, g2 : Y
′ → X sont e´quivalentes, les points g1(y) et
g2(y) appartiennent a` la meˆme composante connexe de Xy de sorte qu’on
a bien de´fini une application de l’ensemble des sections de f au-dessus du
voisinage Y ′ modulo l’e´quivalence dans l’ensemble π0(Xy). Ces applications
sont compatibles a` la restriction d’un voisinage Y ′ pointe´ par y a` un voisinage
Y ′′ plus petit si bien qu’elles s’organisent en une application de la limite
inductive dans π0(Xy).
Cette application est surjective. En effet, soit α ∈ π0(Xy). Puisque la fibre
Xy est re´duite, il existe un point lisse x ∈ Xy dans la composante connexe α.
Puisque c’est un point lisse, on peut l’e´tendre a` un voisinage e´tale Y ′ pointe´
par y. L’image de l’application de X(Y ′), modulo la relation d’e´quivalence,
dans π0(Xy) contient donc α.
Soient maintenant g1, g2 deux sections de f au-dessus d’un voisinage e´tale
Y ′ pointe´ y telles que g1(y) et g2(y) appartiennent a` la meˆme composante
connexe de Xy. Soit X
′
1, respectivement X
′
2, l’ouvert de Zariski de X
′ =
X ×Y Y
′, dont la trace sur toutes les fibres Xy′ de f sont la composante
connexe de g1(y
′), respectivement g′2(y
′). Les deux ouverts X ′1 et X
′
2 ont
donc la meˆme trace sur Xy si bien que leur intersection est un ouvert non-
vide de X . Puisque f est une application ouverte, l’image de X ′1 ∩X
′
2 est un
ouvert de Y contenant y qu’on va noter Y ′′. Pour tout y′ ∈ Y ′′, les traces
de X ′1 et X
′
2 sur la fibre Xy′ en sont deux composantes connexes ayant une
intersection non vide. On a donc X ′1 ∩ Xy′ = X
′
2 ∩ Xy′ pour tout y
′ ∈ Y ′′.
On en de´duit que X ′1 ∩ f
−1(Y ′′) = X ′2 ∩ f
−1(Y ′′) c’est-a`-dire les restrictions
de g1 et g2 a` Y
′′ sont e´quivalentes. L’application de la limite inductive dans
π0(Xy) est injective et donc bijective.
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La meˆme de´monstration vaut si on remplace un point y ∈ Y par un point
ge´ome´trique y et les voisinages pointe´s par y par les voisinages pointe´s par
y. La fibre ge´ome´trique π0(X/Y ) en y¯ est alors le groupe des composantes
connexes π0(Xy) de la fibre ge´ome´trique Xy. 
D’apre`s la proposition 5.2, P est un champ de Picard relatif lisse au-
dessus de A♥. Il re´sulte alors de la proposition pre´ce´dente qu’il existe un
faisceau π0(P/A
♥) pour la topologie e´tale de A♥ tel que pour tout point
(ge´ome´trique) a de A♥, la fibre de π0(P/A
♥) en a est le groupe des com-
posantes connexes π0(Pa) de la fibre de P en a.
On commence par de´crire les fibres du faisceau π0(P/A
♥). Soit a un
point ge´ome´trique de A♥. Soit Ja = h
∗
a[J ] le sche´ma en groupes lisse image
re´ciproque par ha : X → [car/νχ(Gm)] du centralisateur re´gulier [J ]. Notons
Ua l’image inverse du lieu des caracte´ristiques semi-simples re´gulie`res ; cet
ouvert est non vide d’apre`s l’hypothe`se ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`re.
La restriction de Ja a` Ua est un sche´ma en tores. Le sche´ma en groupes Ja
e´tant lisse, il existe un sous-sche´ma ouvert J0a qui en tous points ge´ome´triques
x de X , la fibre de (J0a )x est la composante neutre de (Ja)x. L’immersion
ouverte J0a → Ja est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert Ua puisque les
tores sont connexes. Le quotient Ja/J
0
a est donc un faisceau gratte-ciel de
fibres finies, concentre´ dans le ferme´ de dimension ze´ro X − Ua.
Soit P ′a le champ de Picard des J
0
a -torseurs sur X . Quand a varie, les
P ′a s’organisent aussi en un champ de Picard relatif P
′ au-dessus de A♥. En
effet, au-dessus de A♥ × X , on a le sche´ma en groupes affines commutatifs
lisse J0 qui est la composante neutre de J . La construction de P ′ est alors
la meˆme que celle de P en remplac¸ant J par J0. Par ailleurs, P ′ et P ont le
meˆme espace tangent a` cause de la suite exacte
H0(X, Ja/J
0
a)→ H
1(X, J0a)→ H
1(X, Ja)→ H
1(X, Ja/J
0
a )
ou` H0(X, Ja/J
0
a ) est un groupe fini et ou` H
1(X, Ja/J
0
a) = 0. On en de´duit que
P ′ est e´galement lisse au-dessus de A♥ de sorte qu’on dispose d’un faisceau
π0(P
′/A♥) dont les fibres sont les groupes π0(P
′
a).
Proposition 6.3 On a la suite exacte
H0(X, Ja/J
0
a )→ π0(P
′
a)→ π0(Pa)→ 0.
De´monstration. Dans la suite exacte
H0(X, Ja/J
0
a)→ H
1(X, J0a)→ H
1(X, Ja)→ H
1(X, Ja/J
0
a ) = 0
les groupes H1(X, J0a) et H
1(X, Ja) sont les groupes des classes d’isomor-
phisme des cate´gories de Picard P ′a(k) et Pa(k). La surjectivite´ essentielle du
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foncteur P ′a(k) → Pa(k) implique la surjectivite´ essentielle de sa restriction
aux composantes neutres P ′0a(k)→ P
0
a (k). On en de´duit la suite exacte
H0(X, Ja/J
0
a)→ π0(P
′
a)→ π0(Pa)→ 0
qu’on voulait. 
Cette suite exacte permet en principe de ramener le calcul de π0(Pa)
a` celui de π0(P
′
a) du moment qu’on sait de´crire la fle`che H
0(X, Ja/J
0
a ) →
π0(P
′
a). Il est possible de la calculer dans le cas des groupes classiques, et
nous allons pre´senter en de´tail ce calcul dans le cas SL(2) dans §11. Mal-
heureusement, nous ne savons pas formuler une description ge´ne´rale. Cette
difficulte´ va re´apparaˆıtre dans la de´monstration du the´ore`me principal 10.4
ou` heureusement, il est possible de la contourner a` l’aide d’un lemme de
Kottwitz. Il serait plus satisfaisant d’avoir une description directe de cette
fle`che.
En revanche, il est possible de de´crire π0(P
′
a) de fac¸on ge´ne´rale a` l’aide
d’un autre lemme de Kottwitz. Le sche´ma en groupes J0a est un sche´ma
en groupes lisse a` fibres connexes sur X et sa restriction J0a |Ua = Ja|Ua a`
l’ouvert Ua est un tore. Ce tore admet un mode`le de Ne´ron connexe canon-
ique Ner0(Ja|Ua) qui est une sche´ma en groupes lisse a` fibre connexe sur X ,
prolongeant le sche´ma en tores Ja|Ua, et universel pour cette proprie´te´. En
particulier, on a un homomorphisme canonique
J0a → Ner
0(Ja|Ua).
Proposition 6.4 L’homomorphisme du champ de Picard des J0a -torseurs
dans celui des Ner0(Ja|Ua)-torseurs induit un isomorphisme sur leurs groupes
des composantes connexes.
De´monstration. L’homomorphisme J0a → Ner
0(Ja|Ua) est injectif comme un
homomorphisme de faisceaux. Conside´rons la suite exacte
0→ J0a → Ner
0(Ja|Ua)→ K → 0
ou` K est un faisceau supporte´ par X −Ua. On a H
1(X,K) = 0 et H0(X,K)
est un groupe alge´brique affine connexe. La proposition se de´duit donc de la
suite exacte longue
H0(X,K)→ H1(X, J0a)→ H
1(X,Ner0(Ja|Ua))→ H
1(X,K) = 0
qui se de´duit de la suite exacte courte pre´ce´dente de la meˆme manie`re que
6.2. 
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On se rame`ne au calcul du groupe des composantes connexes du champ
de Picard des torseurs sous le mode`le de Ne´ron connexe Ner0(Ja|Ua). Pour
cela, nous utilisons un lemme ge´ne´ral du a` Kottwitz (cf. [13]).
Fixons un point ge´ome´trique u de l’ouvert Ua et notons Γ = π1(Ua, u)
le groupe fondamental de Ua pointe´ en u. La cate´gorie des tores sur Ua est
alors e´quivalente a` la cate´gorie des Z-modules libres munis d’une action finie
de Γ. On associe a` un tore T sur Ua la fibre en u du faisceau X∗(T ) des
cocaracte`res de T , munie de l’action naturelle de π1(Ua, u). Un tore T est
dit induit s’il existe une base du Z-module X∗(T )u telle que l’action de Γ sur
X∗(T )u se de´duit d’une action transitive de Γ sur cette base. Le lemme 2.2
de [13] peut s’e´noncer comme suit.
Lemme 6.5 Soit A un foncteur de la cate´gorie des tores sur Ua dans la
cate´gorie des groupes abe´liens ve´rifiant les proprie´te´s suivante :
1. le foncteur A est exact a` droite c’est-a`-dire il transforme une suite
exacte de tores 1 → T1 → T2 → T3 → 0 en une suite exacte a` droites
de groupes abe´liens
A(T1)→ A(T2)→ A(T3)→ 0,
2. si T est un tore induit, il existe un isomorphisme canonique A(T )
∼
−→Z.
Soit u un point ge´ome´trique de Ua. Il existe un isomorphisme canonique du
foncteur T 7→ A(T ) dans le foncteur T 7→ [X∗(T )u]Γ qui associe a` un tore
T le groupe abe´lien des coinvariants de Γ = π1(Ua, u) dans le groupe des
cocaracte`res X∗(T )u.
On va appliquer ce lemme de Kottwitz au foncteur A construit comme
suit. Un tore T sur Ua se prolonge canoniquement en unX-sche´ma en groupes
lisses a` fibres connexe Ner0(A), le mode`le de Ne´ron connexe de T . On pose
A(T ) = π0(Tors(Ner
0(T )))
le groupe des composantes connexes du champ de Picard des torseurs sous
Ner0(T ) sur X .
Lemme 6.6 Le foncteur T 7→ π0(Tors(Ner
0(T ))) est un foncteur exact a`
droite. De plus, pour les tores induits T , on a un isomorphisme canonique
π0(Tors(Ner
0(T )))
∼
−→Z.
De´monstration. Soit 1 → T1 → T2 → T3 → 1 une suite exacte de tores sur
Ua. On en de´duit une suite exacte entre les mode`les de Ne´ron localement de
type fini
1→ Ner(T1)→ Ner(T2)→ Ner(T3)→ 1.
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Soit x ∈ X−Ua un point dans le comple´mentaire de Ua, soit Ix le sous-groupe
d’inertie en x. D’apre`s [21], le groupe de composantes connexes de la fibre en
x du mode`le de Ne´ron est
π0(Ner(Tα)) = (X∗(Tα))Ix.
pour tous α ∈ {1, 2, 3}. On en de´duit une suite exacte de faisceaux
0→ Ner0(Tα)→ Ner(Tα)→
⊕
x∈X−Uα
(X∗(Tα))Ix → 0
ou` (X∗(Tα))Ix est vu comme un gratte-ciel plante´ en x. On a maintenant une
suite exacte a` droite
X∗(T1)Ix → X∗(T2)Ix → X∗(T3)Ix → 0
puisque le foncteur des coinvariants est exacte a` droite. En utilisant le di-
agramme du serpent, on voit que parmi les homomorphismes entre leurs
mode`les de Ne´ron connexes
Ner0(T1)
φ1
−−→ Ner0(T2)
φ2
−−→ Ner0(T3)
φ1 est injectif, φ2 est surjectif mais im(φ1) 6= ker(φ2). Plus pre´cise´ment, on a
ker(φ2)/im(φ1) =
⊕
x∈X−Uα
ker(X∗(T1)Ix → X∗(T2)Ix).
Posons T ′1 = ker(φ2). On a alors deux suites exactes :
0→ T ′1 → Ner
0(T2)
φ2
−−→ Ner0(T3)→ 0
et
0→ Ner0(T1)→ T
′
1 →
⊕
x∈X−Uα
ker(X∗(T1)Ix → X∗(T2)Ix)→ 0.
Dans la premie`re suite exacte, T ′1 est un sche´ma en groupes sur X a` fibre
ge´ne´rique ge´ome´triquement connexe de sorte que H2(X, T ′1 ) = 0 d’apre`s un
the´ore`me de Tsen [22]. On en de´duit la suite exacte
H1(X, T1)→ H
1(X,Ner0(T2))→ H
1(X,Ner0(T3))→ 0.
Dans la seconde suite exacte,
⊕
x∈X−Uα
ker(X∗(T1)Ix → X∗(T2)Ix) est sup-
porte´ par un sche´ma de dimension nulle de sorte que son H1 est nul. On en
de´duit la surjectivite´ de la fle`che
H1(X,Ner0(T1))→ H
1(X, T ′1 ).
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On en de´duit une suite exacte a` droite
H1(X,Ner0(T1))→ H
1(X,Ner0(T2))→ H
1(X,Ner0(T3))→ 0
qui induit une suite exacte a` droite des π0
π0(Tors(Ner
0(T1)))→ π0(Tors(Ner
0(T2)))→ π0(Tors(Ner
0(T3)))→ 0.
Le foncteur T 7→ π0(Tors(Ner
0(T ))) est donc un foncteur exact a` droite.
Conside´rons maintenant un tore induit T . Il existe donc une base de
X∗(T )u munie d’une action transitive de π1(Ua, u). Cet ensemble fini d’une
action de π1(Ua, u), de´finit un reveˆtement fini e´tale connexe πU : U˜ → Ua. On
ve´rifie alors que T = (πU)∗Gm. Par normalisation on obtient un reveˆtement
fini ramifie´ X˜ → X . On ve´rifie que Ner0(T ) = π∗Gm de sorte que
Tors(Ner0(π∗Gm)) = Pic(X˜)
La courbe X˜ e´tant irre´ductible, on a π0(Pic(X˜)) = Z. 
Corollaire 6.7 Soit a ∈ A♥(k) et u ∈ Ua(k). On a un isomorphisme canon-
ique π0(P
′
a) ≃ [X∗(Ja)u]Γ ou` X∗(Ja)u est la fibre en u du faisceau des cocar-
acte`res du tore Ja|Ua et ou` Γ = π1(Ua, u).
Le corollaire pre´ce´dent de´crit les fibres ge´ome´triques π0(P
′
a) du faisceau
π0(P
′/A♥) a` l’aide de la monodromie du tore Ja|Ua . Nous allons maintenant
regarder comment cette monodromie varie en fonction de a.
Notons U l’image re´ciproque de carssr ×Gm LD par la fle`che tautologique
X ×A♥ → car×Gm LD.
Par de´finition de A♥, les fibres du morphisme U → A♥ sont non vides et
connexes.
Soit XΘ le reveˆtement fini e´tale galoisien de X de groupe de Galois Θ as-
socie´ a` ρG : π1(X, x)→ Θ comme dans la section 1. On a alors un morphisme
fini
(XΘ × t)×
Gm LD → car×
Gm LD
qui au-dessus de l’ouvert carssr×GmLD est e´tale galoisien de groupe de Galois
W ′ = W ⋊Θ. Par image re´ciproque, on obtient ainsi un W ′-torseur
U˜ → U
au-dessus de la A♥-courbe U . Le morphisme U˜ → A♥ est un morphisme lisse
de sorte qu’on dispose d’un faisceau d’ensembles π0(U˜/A
♥) sur la topologie
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e´tale de A♥ dont la fibre au-dessus de a ∈ A♥(k) est l’ensemble des com-
posantes connexes de U˜a d’apre`s la proposition 6.2. Comme U˜ est un W
′-
torseur au-dessus de U et U ont des fibres non vides et connexes, W ′ agit sur
le faisceau π0(U˜/A
♥) et cette action est transitive fibres a` fibres.
L’e´nonce´ suivant m’a e´te´ sugge´re´ par Drinfeld.
Proposition 6.8 Il existe un isomorphisme canonique de faisceaux
Z[π0(U˜/A
♥)]⊗W ′ X
∨ → π0(P
′/A♥).
De´monstration. Commenc¸ons par construire la fle`che canonique. Localement
pour la topologie e´tale, une section de π0(U˜/A
♥) est repre´sente´e par une
section de U˜ . Il suffit donc de construire a` partir d’une section
u˜S : S → U˜aS = U˜ ×A♥,aS S
au-dessus d’un ouvert e´tale aS : S → A
♥, un homomorphisme de faisceaux
de´pendant de u˜S
X
∨
S → π0(P
′/S)
puis de ve´rifier que cet homomorphisme est invariant pour la relation d’e´qui-
valence 6.2 et qu’il ve´rifie une certaine proprie´te´ W ′-e´quivariante qui sera
pre´cise´e.
D’apre`s 3.8, l’image re´ciproque de J0 par le morphisme U˜aS → [car/Gm]
est canoniquement isomorphe au tore constant U˜aS ×T de sorte qu’on a un
isomorphisme entre leurs faisceaux des cocaracte`res
HomU˜aS
(Gm, J
0)
∼
−→X∨
U˜aS
.
Avec la donne´e de la section u˜S, on a un isomorphisme canonique
u˜∗SHomUaS (Gm, J
0)
∼
−→X∨S.
Soit J0aS l’image re´ciproque de J
0 par le morphisme X×S → [car/Gm]. Soit
uS : S → UaS l’image de u˜S. On a alors une trivialisation de HomUa(Gm, J
0
a)
sur le comple´te´ formel UaS le long de la section uS.
Un cocaracte`re µ ∈ X∨ induit alors sur le comple´te´ formel XS,uS de X×S
le long de la section uS, un homomorphisme de Gm dans la restriction de
J0aS . Le fibre´ inversible OX×S(uS) fournit un Gm-torseur sur X ×S trivialise´
sur le comple´mentaire de la section uS, de sorte qu’en poussant par le car-
acte`re µ, on obtient un J0aS -torseur sur XS,uS muni d’une trivialisation sur le
comple´mentaire de la section uS. D’apre`s le the´ore`me de recollement formel
de Beauville-Laszlo (cf. [1]), on peut recoller ce J0aS -torseur sur XS,uS avec le
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J0aS -torseur neutre sur le comple´mentaire de uS pour produire un J
0
aS
-torseur
sur X × S. On a donc produit un S-point de P ′S a` partir de µ ∈ X
∨.
Cette construction fournit un homomorphisme
λ(u˜S) : X
∨
S → P
′
S
de´pendant de la section u˜S. En composant avec l’homomorphisme e´vident
P ′S → π0(P
′/S), on a un homomorphisme de faisceaux
π0(λ(u˜S)) : X
∨
S → π0(P
′/S).
Soit u˜′S : S → U˜aS une section e´quivalente a` u˜S au sens de 6.2. Les deux
homomorphismes
π0(λ(u˜S)), π0(λ(u˜
′
S)) : X
∨
S → π0(P
′/S)
sont alors e´gaux. Ceci se de´montre par un argument d’homotopie comme
suit. D’apre`s 6.1, il existe l’ouvert de Zariski U˜S(u˜S) de U˜S dont la trace
sur chaque fibre U˜s de U˜S au-dessus d’un point s ∈ S, est la composante
neutre de Us contenant u˜S(s). Du fait que u˜S et u˜
′
S sont e´quivalentes, u˜
′
S
se factorise aussi a` travers l’ouvert U˜S(u˜S). Au-dessus de U˜S(u˜S), on a une
fle`che canonique
X
∨
U˜S(u˜S)
→ π0(P
′/U˜S(u˜S))
a` cause de la projection vers U˜S. Les fle`ches π0(λ(u˜S)), π0(λ(u˜
′
S)) s’obtiennent
en restreignant cette dernie`re aux sections u˜S et u˜
′
S. Puisque le morphisme
prS : U˜S(u˜S)→ S est un morphisme lisse a` fibres ge´ome´triquement connexes,
pr∗S induit un isomorphisme
Hom (X∨S, π0(P
′/S))→ Hom(X∨
U˜S(u˜S)
, π0(P
′/U˜S(u˜S)))
d’apre`s le lemme 4.2.5 de [3]. L’e´galite´ de π0(λ(u˜S)), π0(λ(u˜
′
S)) s’en de´duit.
Par ailleurs, 3.8 implique que pour tout w′ ∈ W ′, pour tout µ ∈ X∨, on a
λ(u˜S)(µ) = λ(w
′u˜S)(w
′µ).
La conjonction de ce qui pre´ce`de implique qu’on a un homomorphisme
Z[π0(U˜/A
♥)]⊗W ′ X
∨ → π0(P
′/A♥).
Pour ve´rifier qu’il est un isomorphisme, il suffit de le faire fibres a` fibres et
c’est ce que dit le corollaire 6.7. 
34
7 Stratification
Soit a ∈ A♥(k¯). La fibre π0(U˜/A
♥)a est un espace homoge`ne sous le
groupeW ′. Les sous-groupes d’isotropie deW ′ agissant sur cette fibre forment
une classe de W ′-conjugaison de sous-groupes de W ′ qu’on va noter [Σ′a].
Le faisceau π0(U˜/A
♥) e´tant constructible, il existe une stratification de
A
♥ telle que sa restriction aux strates est localement constante. Si les strates
sont connexes, ce qu’on peut supposer, les classes de W -conjugaison [Σ′a]
sont constantes quand le point ge´ome´trique a varie le long de l’une de ces
strates de sorte qu’a` chaque strate est associe´e une classe de W ′-conjugaison
de sous-groupes de W ′. Dans cette section, on va construire explicitement
cette stratification dont les strates sont indexe´es par certaines classes de W ′-
conjugaison de sous-groupes de W ′ ve´rifiant une contrainte qui sera pre´cise´e
dans le lemme 7.1.
Soit x un point ge´ome´trique de X . Dans la section 1, on a un homomor-
phisme ρG : π1(X, x) → Out(G) dont l’image est un groupe fini Θ. On a
aussi un reveˆtement e´tale galoisien XΘ de X de groupe de Galois Θ pointe´
par un point ge´ome´trique xΘ au-dessus de x associe´ a` ρG. Nous avons note´
Θgeo l’image du groupe fondamental ge´ome´trique π1(X, x) dans Θ et W
′
geo le
sous-groupe W ⋊Θgeo de W
′ =W ⋊Θ.
Soit a ∈ A♥(k) et supposons que x ∈ Ua ou` Ua est la fibre de U en a
avec U et U˜ comme dans 6.8. Choisissons un point x˜ de U˜a au-dessus de x.
Le groupe W ′ agit transitivement sur l’ensemble des composantes connexes
de U˜a. Soit Σa(x˜) le sous-groupe de W
′ qui stabilise la composante connexe
de U˜a contenant le point x˜. La classe de W
′-conjugaison [Σa] de Σa(x˜) ne
de´pend pas du choix de x˜. Par construction, on a un morphisme U˜a → XΘ.
Supposons que x˜ est au-dessus du point xΘ de XΘ. L’homomorphisme
π1(Ua, x)→W
′ donne´ par x˜ rele`ve alors l’homomorphisme ρgeoG : π1(X, x)→
Θ donne´ par x˜Θ. En particulier, l’image de Σ
′
a(x˜) dans Θ est Θgeo. Puisque
Θgeo est un sous-groupe distingue´ de Θ, tous les W
′-conjugue´s de Σ′a(x˜) ont
l’image Θgeo dans Θ. On retient la contrainte suivante sur la classe de W
′-
conjugaison [Σ′a].
Lemme 7.1 Pour tout a ∈ A♥(k), tous les membres de la classe de W ′-
conjugaison [Σ′a] ont l’image Θgeo dans Θ.
Pour tout sous-groupe Σ′ deW ′ dont l’image dans Θ est Θgeo, conside´rons
la OX-Alge`bre des fonctions Σ
′-invariantes sur XΘ × t. Son spectre, de´signe´
par (XΘ× t)/Σ
′, est muni d’une action de Gm induite de l’action de Gm sur
t. Soit BΣ′ le sche´ma qui repre´sente l’ensemble des sections de
hb : X → ((XΘ × t)/Σ
′)×Gm LD
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ou` LD est le Gm-torseur associe´ a` OX(D). On a un morphisme
πΣ′ : ((XΘ × t)/Σ
′)×Gm LD → ((XΘ × t)/W
′)×Gm LD
qui induit un morphisme
πXΣ′ : BΣ′ → A.
Conside´rons l’ouvert B♥Σ′ l’image re´ciproque de A
♥ dans BΣ′. Pour tout
b ∈ B♥Σ′(k), le reveˆtement
XΘ × t→ (XΘ × t)/Σ
′
induit par image re´ciproque un reveˆtement fini X˜b → X qui est ge´ne´riquement
e´tale. Nous allons noter BmaxΣ′ l’ouvert de B
♥ qui consiste en les points
b ∈ B♥Σ′(k) tels que le reveˆtement X˜b → X est irre´ductible.
Proposition 7.2 Le morphisme πXΣ′ : B
♥
Σ′ → A
♥ est un morphisme fini et
net. En particulier, B♥Σ′ est repre´sentable.
Soit AΣ′ le sous-sche´ma ferme´ de A
♥ image du morphisme fini πXΣ′. Il
existe alors un ouvert AΣ′ de AΣ′ tel que (π
X
Σ′)
−1(AΣ′) est l’ouvert B
max
Σ′ de
B
♥
Σ′. De plus, le morphisme restreint B
max
Σ′ → AΣ′ est un morphisme fini
e´tale de degre´ |NorW ′(Σ
′)|/|Σ′|.
De´monstration. Le lemme suivant va eˆtre utilise´ a` plusieurs reprises dans la
de´monstration de la proposition.
Lemme 7.3 Soit S un k-sche´ma normal inte`gre. Soient V et V˜ des S-
sche´mas et v : V˜ → V un S-morphisme fini. Soit h : S → V une section de
V . Supposons qu’il y a un ouvert non vide S ′ de S sur lequel h′ = h|S′ se
rele`ve en une section h˜′ : S ′ → V˜ ×S S
′. Alors la section h˜′ se prolonge de
fac¸on unique en une section h˜ : S → V˜ qui rele`ve h.
De´monstration. Soit h(S) l’image de la section h et v−1(h(S)) son image
re´ciproque dans V˜ . Puisque v est un morphisme fini, v−1(h(S)) est un S-
sche´ma fini. La section h˜′ de V˜ au-dessus de l’ouvert S ′, rele`ve h′ = h|S si bien
qu’elle est a` l’image dans v−1(h(S)). Notons Z ′ l’image de h˜′ dans v−1(h(S))
et Z l’adhe´rence sche´matique de Z ′ dans v−1(h(S)). Puisque v−1(h(S)) est
un S-sche´ma fini, Z est un S-sche´ma fini inte`gre bi-rationnel a` S. Puisque S
est suppose´ normal et inte`gre, ceci implique que Z → S est un isomorphisme.
En l’inversant, on obtient la section h˜ de V˜ qui rele`ve la section h de V . 
De´montrons d’abord que le morphisme πXΣ′ : B
♥
Σ′ → A
♥ est quasi-fini.
Soit a ∈ A♥(k) une caracte´ristique ge´ne´riquement semi-simple re´gulie`re et
soit ha : X → car×
Gm LD la section associe´e. Soit Ua l’ouvert non vide de X
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ou` a est une caracte´ristique semi-simple re´gulie`re. On doit de´montrer qu’il
y a au-plus un nombre fini de rele`vements de ha en une section hb dans le
diagramme
((XΘ × t)/Σ
′)×Gm LD

X
hb
66mmmmmmmmmmmmmmm
ha
// car×Gm LD
D’apre`s le lemme pre´ce´dent, la donne´e du rele`vement hb est e´quivalente a` la
donne´e de hb sur l’ouvert Ua. La the´orie de Galois usuelle montre que ceci est
possible si et seulement si l’image Σ′a de la repre´sentation de monodromie
ρa : π1(Ua, u)→W
′
soit conjugue´ a` un sous-groupe de Σ′. De plus, dans ce cas, il y a exactement
|NorW ′(Σ
′
a)|/|Σ
′
a| rele`vements diffe´rents.
De´montrons que le morphisme πXΣ′ : B
♥
Σ′ → A
♥ est propre. Soit S un trait
et soit a ∈ A♥(S) un S-point de A♥ donne´ par un morphisme hs : S ×X →
car ×Gm LD. Supposons qu’au-dessus du point ge´ne´rique η de S, ha(η) se
rele`ve en hb(η) : η×X → ((XΘ× t)/Σ
′)×Gm LD. Alors hb(η) se prolonge de
fac¸on unique en une section hb : S×X → ((XΘ× t)/Σ
′)×Gm LD relevant ha
d’apre`s le lemme pre´ce´dent.
De´montrons que le morphisme πXΣ′ : B
♥
Σ′ → A
♥ est net. Donnons-nous
deux fle`ches
hb, hb′ : X × Spec(k[ε]/ε
2)→M = ((XΘ × t)/Σ
′)×Gm LD
qui induisent la meˆme fle`che
ha : X × Spec(k[ε]/ε
2)→ N = car×Gm LD.
Soit Ua l’ouvert de X image re´ciproque de l’ouvert semi-simple re´gulier
de car et supposons que Ua soit non-vide. Puisqu’au-dessus de car
ssr le
morphisme (XΘ × t)/Σ
′ → car est e´tale, les deux fle`ches hb et hb′ sont
ne´cessairement e´gales au-dessus de Ua. Ceci implique que hb = hb′ car la
OX -Alge`bre OX [ε]/(ε
2) est plate.
Le morphisme πXΣ′ : B
♥
Σ′ → A
♥ fini et donc en particulier repre´sentable,
a fortiori B♥Σ′ est repre´sentable. L’image de B
♥
Σ′ dans A
♥ est un sous-sche´ma
ferme´ A[Σ′] de A
♥ dont les points ge´ome´triques a sont caracte´rise´s par le
fait que la classe de W ′-conjugaison [Σ′a] contient un membre qui est un
sous-groupe de Σ′.
Si Σ′1 est un sous-groupe de Σ
′, on a l’inclusion de sous-sche´mas ferme´s
A[Σ′1]
⊂ A[Σ′]. On a donc un ouvert de A[Σ′] de AΣ′ qui consiste en les points
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a ∈ A[Σ′](k) tels que [Σ
′
a] est la classe de W
′-conjugaison de Σ′. Son image
re´ciproque dans B♥ est l’ouvert BmaxΣ′ . Au-dessus de A[Σ′], le morphisme
B
max
Σ′ → A[Σ′] est un morphisme fini, net dont toutes les fibres ge´ome´triques
ont |NorW ′(Σ
′)|/|Σ′| points. Dans un voisinage hense´lien, un morphisme fini
et net est la re´union disjointe d’immersions ferme´es. Si celui a de plus un
nombre constant de points dans ses fibres ge´ome´triques, il doit eˆtre re´union
disjointe d’isomorphismes. C’est donc un morphisme fini e´tale. 
La conjonction de 7.1 et 7.2 implique qu’on a une stratification de A♥
A
♥ =
⊔
[Σ′]
A[Σ′]
ou` [Σ′] par court l’ensemble des classes de W ′-conjugaison de sous-groupes
de W ′ satisfaisant a` la contrainte 7.1.
Corollaire 7.4 Le faisceaux π0(U˜/A
♥) est localement constant le long de
la strate A[Σ′] de fibre typique W
′/Σ′. Le faisceau π0(P
′/A♥) est localement
constant le long de la strate A[Σ′] de fibre typique X
∨
Σ′.
De´monstration. La proposition 7.2 montre que π0(U˜/A
♥) est localement con-
stant le long des strates A[Σ′] de fibre typique W
′/Σ′. La seconde assertion
s’en de´duit en vertu de 6.8. 
De´finition 7.5 Un point a ∈ A♥(k¯) est dit elliptique si pour un membre
arbitraire Σ′a de la classe de W
′-conjugaison [Σ′a], le groupe X
∨
Σ′a
des Σ′a-
coinvariants des cocaracte`res est un groupe fini.
Il est clair sur cette de´finition que l’ensemble des a elliptiques est une
re´union des strates A[Σ′].
Corollaire 7.6 Supposons que le groupe des caracte`res X de T n’a pas d’in-
variants non triviaux sous l’action de W ′ ce qui est le cas si G est semi-
simple. L’ensemble des caracte´ristiques a ∈ A♥(k) elliptiques forment un
ouvert non vide Aell de A♥.
Cet ouvert est caracte´rise´ par la proprie´te´ a ∈ Aell(k) si et seulement si
π0(Pa) est fini.
De´monstration. D’apre`s la relation d’adhe´rence de´crite ci-dessus, si un point
a ∈ A♥ est elliptique, toutes ses ge´ne´ralisations le sont. Il s’ensuit que la
re´union des strates A[Σ′] pour les classes de conjugaison des sous-groupes
Σ′ ⊂ W ′ tels que le groupe des coinvariants X∨Σ′ est fini, forme un ouvert
de A. Il reste a` ve´rifier que celui-ci est non vide. D’apre`s [7], il existe des
caracte´ristiques a tre`s re´gulie`res, voir de´finition 4.1, pour lesquels le groupe
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de monodromie est automatiquement tout le groupeW ′geo. Celles-ci sont alors
clairement elliptiques.
Si a ∈ Aell(k), le groupe π0(P
′
a) est fini. La suite exacte 6.3 implique
alors que π0(Pa) est aussi fini car il est un quotient de π0(P
′
a). Dans cette
suite exacte dont le terme H0(X, Ja/J
0
a ) est un groupe fini, la finitude de
π0(Pa) implique celle de π0(P
′
a). D’apre`s le corollaire pre´ce´dent, π0(P
′
a) fini si
et seulement si a ∈ Aell(k). 
Pour G un groupe classique semi-simple, on peut ve´rifier qu’au-dessus de
l’ouvert elliptique Aell, l’espace de module Mell est un champ de Deligne-
Mumford et le morphisme f ell : Mell → Aell est un morphisme propre de
type fini en suivant les arguments de [7]. Dans le cas unitaire, c’est fait dans
[20], nous en donnerons une de´monstration de´taille´e dans un travail futur
pour les autres groupes classiques.
8 La [κ]-de´composition
L’action de P sur M relativement a` A induit une action de P sur la
cohomologie de M c’est-a`-dire pour tout A-sche´ma a : S → A, le groupe
P (S) agit sur la restriction a` S de f∗Qℓ. Conside´rons cette action au-dessus
de l’ouvert A♥. Sur cet ouvert, P est lisse de sorte qu’on peut de´finir P 0 sa
composante neutre relative en vertu de 6.1. D’apre`s le lemme d’homotopie
(cf. [20] 3.2), si p est une section de P 0, p agit trivialement sur les faisceaux
de cohomologie perverse pHj(f∗Qℓ). On en de´duit une action du faisceau
e´tale π0(P/A
♥) sur les faisceaux pervers pHj(f∗Qℓ). Sur l’ouvert elliptique
A
ell, π0(P/A
ell) est un faisceau en groupes abe´liens finis. Cette action induit
localement une de´composition en somme directe de pHj(f ell∗ Qℓ).
Proposition 8.1 Soient S un sche´ma de type fini, A un faisceau en groupes
abe´liens finis pour la topologie e´tale de S et K un faisceau pervers sur S.
Supposons que A agit sur K. En particulier, le groupe fini Γ(S,A) agit sur
K qui induit une de´composition
K =
⊕
κ∈Γ(S,A)→Q
×
ℓ
Kκ
ou` κ parcourt l’ensemble des caracte`res du groupe des section globales de S.
Pour tout caracte`re κ de Γ(S,A), Kκ est supporte´ par le ferme´ Sκ constitue´
des point s ∈ S tel que le caracte`res κ : Γ(S,A) → Q
×
ℓ se factorise par
l’homomorphisme de restriction aux fibres Γ(S,A)→ As.
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De´monstration. Soit a ∈ Γ(S,A) une section telle que κ(a) 6= 1. Soit U(a)
l’ouvert de S ou` la section a s’annule. Pour de´montrer que Kκ est supporte´
par Sκ qui est le ferme´ comple´mentaire de la re´union des ouverts U(a) avec
κ(a) 6= 1, il suffit de de´montrer que Kκ|U(a) = 0 pour des tels a. Ceci est clair
car a, e´tant e´gal a` la section neutre sur U(a), agit trivialement sur K|U(a).
Pour tous caracte`res κ de Γ(S,A) tels que κ(a) 6= 1, on a Kκ|U(a) = 0. 
Soit a ∈ Aell(k) une caracte´ristique de´finie sur k, soit Sa l’hense´lise´ deA
ell
en a. Soit a un point ge´ome´trique au-dessus de a. Alors, la fibre de π0(Pa) en
le point a est un groupe abe´lien fini muni d’une action de Gal(k/k) = 〈σ〉.
Corollaire 8.2 Sur Sa, on a une de´composition canonique
pHj(fSa,∗Qℓ) =
⊕
[κ]
pHj(fSa,∗Qℓ)[κ]
ou` κ parcourt l’ensemble des classes de σ-conjugaison de caracte`res de π0(Pa)
et ou` ge´ome´triquement pHj(fSa,∗Qℓ)[κ] est la somme directe des facteurs iso-
typiques pHj(fSa,∗Qℓ)κ′ avec κ
′ dans la classe de σ-conjugaison de κ.
De plus, pHj(fSa,∗Qℓ)[κ] est supporte´ par le sous-sche´ma ferme´ de Sa con-
stitue´ des points s ∈ S tels qu’il existe au moins un caracte`re κ′ dans la
classe de σ-conjugaison de κ tel que κ′ : π0(Pa)
〈σ〉 → Q
×
ℓ se factorise par
l’homomorphisme canonique π0(Pa)
〈σ〉 → π0(Ps).
De´monstration. La somme directe
⊕p
κ′∈[κ]H
j(fSa,∗Qℓ)κ′ est stable par σ et
de´fini un facteur direct de pHj(fSa,∗Qℓ). L’e´nonce´ sur le support se de´duit du
lemme pre´ce´dent. 
Comme on verra dans §9, cette de´composition au-dessus d’un voisinage
d’un point rationnel de Aell correspond a` la re´e´criture habituelle de la somme
des inte´grales orbitales globales dans une classe de conjugaison stable donne´e,
en une somme de κ-inte´grales orbitales a` l’aide d’une transformation de
Fourier sur le groupe fini des obstructions. On peut aussi conside´rer la de´compo-
sition globale sur l’ouvert Aell qui correspond alors a` la pre´stabilisation de
la partie elliptique de la formule des traces. Dans cette situation globale, il
nous faudra introduire le formalisme de cofaisceaux, e´vident mais inhabituel.
Revenons a` la situation ge´ne´rale ou` on a au-dessus d’une base S un fais-
ceau en groupes abe´liens finis A agissant sur un faisceau pervers K. Pour tout
ouvert e´tale U de S, conside´rons le groupe A(U)∗ des caracte`res d’ordre fini
de A(U). Si U ′ est un ouvert e´tale de U , la fle`che de restriction A(U)→ A(U ′)
induit une fle`che de corestriction A(U ′)∗ → A(U)∗. On appelle pre´cofaisceau
sur S un foncteur covariant de la cate´gorie des ouverts e´tales de S dans la
cate´gorie des ensembles. En particulier, U 7→ A(U)∗ est un pre´cofaisceau.
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On appelle cofaisceau un pre´cofaisceau Co qui ve´rifie en plus une proprie´te´
de recollement : pour tout ouvert e´tale U de S, pour tout recouvrement e´tale
U1 de U , et pour U2 = U1 ×U U1, l’ensemble Co(U) est l’ensemble quotient
de Co(U1) par la relation d’e´quivalence Co(U2)⇒ Co(U1).
Tout comme pour les faisceaux, on peut associer un cofaisceau Co a` un
pre´cofaisceau Preco. Pour tout ouvert e´tale U de S, on prend pour Co(U)
la limite projective sur les recouvrements e´tales U1 → U des ensembles des
classes d’e´quivalence de Preco(U1) par le relation d’e´quivalence Preco(U2)⇒
Preco(U1) ou` U2 = U1 ×U U1.
L’e´nonce´ suivant est tautologique. Nous allons ne´anmoins en esquisser
une de´monstration car la notion du cofaisceau est moins familier que celle
du faisceau.
Proposition 8.3 Soit A un faisceau en groupes abe´liens finis sur S qui
agit sur un faisceau pervers K sur S. Soit Aco le cofaisceau associe´ au
pre´cofaisceau U 7→ A(U)∗ ou` A(U)∗ est l’ensemble des caracte`res d’ordre
fini de A(U). Alors pour tout ouvert e´tale U de S, on a un de´composition de
la restriction de K a` U
K|U =
⊕
[α]∈Aco(U)
(K|U)[α]
et pour tout [α] ∈ Aco(U) et pour tout ouvert e´tale U ′ de U , on a la relation
de compatibilite´
((K|U)[α])|U ′ =
⊕
[α′]∈Aco(U′)
[α′] 7→[α]
(K|U ′)[α′].
De´monstration. Il suffit de de´montrer que pour tout recouvrement e´tale U1
de U , on a une de´composition canonique
K|U =
⊕
[α]
(K|U)[α]
ou` [α] parcourt l’ensemble des classes d’e´quivalence de A(U1)∗ pour la relation
d’e´quivalence A(U2)
∗ ⇒ A(U1)
∗.
En effet, on a une de´composition
K|U1 =
⊕
α∈A(U1)∗
(K|U1)α
a` cause de l’action du groupe abe´lien A(U1) surK|U1 . Regroupons les facteurs
directs (K|U1)α selon la relation d’e´quivalence A(U2)
∗ ⇒ A(U1)
∗, la somme
directe ⊕
α∈[α]
(K|U1)α
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descend alors a` U . 
Pour le cas particulier du faisceau π0(P
′/Aell), on a des renseignements
explicites sur les sections globales de π0(P
′/Aell)co par la proposition 6.8.
Proposition 8.4 On a une application canonique de l’ensemble des sec-
tion globales du cofaisceau π0(P
′/Aell)co, dans l’ensemble des classes de W ′-
conjugaison [κ] des caracte`res d’ordre fini κ : X∨ → Q×ℓ .
De´monstration. Choisissons un recouvrement e´tale S1 → A
ell au-dessus du
quel π0(U˜/S1) admet une section qu’on va noter β. Graˆce a` cette section,
par la proposition 6.8, on a une fle`che surjective
X
∨
S1
→ π0(P
′/S1).
On a ainsi une application de π0(P
′/S1) dans l’ensemble des caracte`res d’or-
dre fini κ : X∨ → Q×ℓ .
Soient S2 = S1 ×
A
♥ S1 et pr1(β), pr2(β) les images re´ciproques de β
sur S2. Puisque W
′ agit transitivement sur les fibres de π0(U˜/A
ell), il existe
une section w′ ∈ Γ(S2,W
′) tel que w′pr1(β) = pr2(β). On en de´duit une
application de l’ensemble des section globales du cofaisceau π0(P
′/Aell)co,
dans l’ensemble des classes de W ′-conjugaison [κ] des caracte`res d’ordre fini
κ : X∨ → Q×ℓ . Cette application ne de´pend ni du choix de U1 ni du choix de
la section β. 
On de´duit de 8.3 et 8.4 une de´composition
pHj(f ell∗ Qℓ) =
⊕
[κ]
pHj(f ell∗ Qℓ)[κ]
ou` la somme directe est e´tendue sur l’ensemble des classes deW ′-conjugaison
des e´le´ments d’ordre fini de Tˆ .
The´ore`me 8.5 Supposons que la caracte´ristique de k ne divise pas |W |.
Supposons que le groupe des caracte`res X de T n’a pas d’invariants non
triviaux sous W ′. C’est notamment le cas si G est semi-simple.
Sur l’ouvert Aell de A, qui est non vide sous les hypothe`ses pre´ce´dentes,
on a une de´composition canonique
pHj(f ell∗ Qℓ) =
⊕
[κ]
pHj(f ell∗ Qℓ)[κ]
ou` la somme directe est e´tendue sur l’ensemble des classes de W ′-conjugaison
des e´le´ments d’ordre fini de Tˆ .
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Soit κ un e´le´ment d’ordre fini de Tˆ . Le facteur direct Hj(f ell∗ Qℓ)[κ] est sup-
porte´ par le ferme´ S[κ] constitue´ des points a ∈ A
ell(k) tel que pour tout point
ge´ome´trique u˜ ∈ U˜a, l’un des caracte`res κ de la W
′-classe [κ] se factorise a`
travers le compose´ de l’homomorphisme
π0(λ(u˜)) : X
∨ → π0(P
′
a)
de´fini dans la de´monstration de 6.8 et l’homomorphisme π0(P
′
a)→ π0(Pa).
En particulier,
S[κ] ⊂
⊔
[Σ′]
A[Σ′]
ou` [Σ′] parcourt l’ensemble des classes de W ′-conjugaison de sous-groupes de
W ′ contenant au moins un membre Σ′ qui stabilise κ et ou` A[Σ′] est strate
associe´e a` [Σ′] comme dans la section 7.
De´monstration. La premie`re assertion re´sulte de 8.3 et 8.4. La seconde as-
sertion re´sulte de 8.1. La troisie`me assertion re´sulte de la seconde, de la
propositions 6.8 et du corollaire 7.4. 
Corollaire 8.6 La composante indexe´e [κ], avec κ ∈ Tˆ , est non nulle seule-
ment si la W -orbite de κ est stable par Θgeo.
De´monstration. D’apre`s l’estimation du support, si celle-ci est non vide, il
existe un sous-groupe Σ′ de W ′ = W ⋊Θ d’image Θgeo dans Θ qui fixe κ. Il
revient au meˆme de dire que la W -orbite de κ est stable par Θgeo. 
L’e´nonce´ de support du the´ore`me 8.6 va eˆtre raffine´ dans la section §10
une fois qu’on aura introduit les groupes endoscopiques. Disons pour l’instant
que le the´ore`me 8.6 est de´ja` optimal dans le cas ou`G est un groupe re´ductif de
centre connexe comme le groupe unitaire ou` les groupes semi-simple adjoints.
Dans ce cas, P ′a = Pa car Ja a des fibres connexes.
9 Le lien avec les κ-inte´grales orbitales
La de´composition du corollaire 8.2 correspond bien a` la de´composition
de la somme des inte´grales locales dans une classe de conjugaison stable,
en somme des κ-inte´grales orbitales. Soit a ∈ Aell(k) une caracte´ristique
elliptique a` valeur dans k. D’apre`s §2, le nombre de k-points de la fibre Ma
est donne´ par la formule
|Ma(k)| =
∑
α∈ker1(F,G)
∑
γ∈g(α)/conj.
χ(γ)=a
Oγ(1D).
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D’apre`s Langlands et Kottwitz (cf. [18], [15]) cette somme peut eˆtre trans-
forme´e en une somme de κ-inte´grales orbitales. Nous allons passer en revue
cette transformation de notre point de vue.
Conside´rons le morphisme quotient
Ma → [Ma/Pa] =
∏
v
[M•a,v/P
•
a,v]
dont le quotient se de´compose en produit des facteurs locaux d’apre`s 4.5. Au-
dessus de chaque k-point m = (mv) de
∏
v[M
•
a,v/P
•
a,v], on a un Pa-torseur
dont la classe d’isomorphisme de´finit un e´le´ment inv(m) ∈ H1(k, Pa). Cette
classe s’annule si et seulement si le torseur a un k-point. Notons que la suite
exacte longue associe´e a` la suite exacte courte
1→ P 0a → Pa → π0(Pa)→ 1
induit un isomorphisme
0 = H1(k, P 0a )→ H
1(k, Pa)
∼
−→H1(k, π0(Pa))→ H
2(k, P 0a ) = 0,
en vertu des annulations re´sultant du the´ore`me de Lang et de la dimension
cohomologique d’un corps fini [22]. Soit a un point ge´ome´trique au-dessus de
a. Le groupe H1(k, Pa) est isomorphe au groupe des σ-coinvariants de π0(Pa)
H1(k, Pa) = π0(Pa)〈σ〉
et donc en particulier, fini.
On peut maintenant compter d’une autre fac¸on le nombre de k-points de
Ma
|Ma(k)| = |Pa(k)|
∑
m∈
∏
v [M
•
a,v/P
•
a,v](k)
inv(m)=0
1
Aut(m)(k)
.
En faisant ope´rer la transformation de Fourier sur le groupe fini π0(Pa)〈σ〉,
on peut re´e´crire cette somme a` l’aide des κ-inte´grales orbitales
|Ma(k)| = |P
0
a (k)|
∑
κ:π0(Pa)→Q
×
ℓ
σ(κ)=κ
∑
m∈
∏
v[M
•
a,v/P
•
a,v](k)
〈κ, inv(m)〉
1
Aut(m)(k)
car |Pa(k)/P
0
a (k)| = |π0(Pa)
〈σ〉| = |π0(Pa)〈σ〉|. On a donc
|Ma(k)| =
∑
κ:π0(Pa)→Q
×
ℓ
σ(κ)=κ
Oκa(1D)
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avec
Oκa(1D) = |P
0(k)|
∑
m∈
∏
v[M
•
a,v/P
•
a,v](k)
〈κ, inv(m)〉
1
Aut(m)(k)
.
Notons que le choix d’un k-point deMa est implicite dans cette de´finition de
Oκa(1D) car les M
•
a,v de´pendent de ce point base. Il est commode de prendre
pour point base le point de Kostant construit dans 2.5 sous l’hypothe`se que
G est quasi-de´ploye´ et qu’on s’est donne´ une racine carre´e de LD.
Du fait que pour m = (mv), inv(m) est une somme des invariants locaux
inv(mv), O
κ
a(1D) se de´compose en produit de κ-inte´grales orbitales locales
Oκa(1D) = |P
0(k)|
∏
v∈|X|
Oκa,v(1Dv).
Cette de´composition du nombre de k-points de Ma est essentiellement
la meˆme que la [κ]-de´composition de la proposition 8.2 en vertu de l’e´nonce´
suivant.
Proposition 9.1 Pour tous κ : π0(Pa)→ Q
×
ℓ , si σ(κ) 6= κ, on a
Tr(σ,pHj(f∗Qℓ)[κ],a) = 0
pour tous j. Si σ(κ) = κ ou autrement dit si la σ-orbite [κ] est un singleton,
on a
Tr(σ,
∑
j
(−1)j [pHj(f∗Qℓ)[κ],a]) = O
κ
a(1D).
De´monstration. Si σ(κ) 6= κ, σa permute circulairement les facteurs directs
pHj(f∗Qℓ)κ′,a avec κ
′ dans la σ-orbite [κ]. Un tel ope´rateur a ne´cessairement
une trace nulle. Le cas σ(κ) = κ re´sulte l’appendice A.3 de [20]. 
On en de´duit le pendant arithme´tique du corollaire 8.6.
Corollaire 9.2 Soit κ un caracte`re d’ordre fini de X∨ dont la W -orbite est
stable par Θgeo. Soit a ∈ A
♥(k). Pour que
Tr(σ,pHj(f∗Qℓ)[κ],a) 6= 0
il est ne´cessaire que la W -orbite de κ soit stable par Θ.
10 Le lien avec les groupes endoscopiques
On suppose toujours que le groupe des caracte`res X de T n’a pas deW ′geo-
invariants non triviaux ce qui est notamment le cas si G est un groupe semi-
simple. Cette hypothe`se implique en particulier l’existence des a ∈ A♥(k)
elliptiques.
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Soit Gˆ le groupe dual connexe complexe de G. Il est muni d’un e´pinglage
comprenant en particulier d’un tore maximal Tˆ et d’un sous-groupe de Borel
Bˆ comprenant Tˆ . On pose LGgeo = Gˆ⋊Θgeo ou` Θgeo est l’image de l’homo-
morphisme ρG : π1(X, x)→ Out(G) associe´ au torseur τ
Out
G et ou` le produit
semi-direct est construit a` partir de l’action de Θgeo sur Gˆ qui fixe l’e´pinglage.
Soit κ un e´le´ment d’ordre fini de Tˆ . Notons Hˆ la composante neutre du
centralisateur ( LG)κ de κ dans
LG. C’est le sous-groupe re´ductif connexe
de Gˆ engendre´ par Tˆ et les sous-groupes radiciels Xα∨ de Gˆ associe´es aux
racines α∨ : Tˆ → Gm telles que α
∨(κ) = 1. Le groupe re´ductif connexe Hˆ
vient avec un e´pinglage de´duit de celui de Gˆ.
Notons WH le groupe de Weyl de Tˆ dans Hˆ et (W
′
geo)κ le sous-groupe
des e´le´ments de W ′geo = W ⋊ Θgeo qui fixent κ. On a WH = N(Tˆ , Hˆ)/Tˆ
et (W ′geo)κ = N(Tˆ , (
LGgeo)κ)/Tˆ ou` N(Tˆ , Hˆ) et N(Tˆ , (
LGgeo)κ) sont les nor-
malisateurs de Tˆ dans Hˆ et dans ( LG)κ. On en de´duit un isomorphisme
N(Tˆ , ( LGgeo)κ)/N(Tˆ , Hˆ)→ (W
′
geo)κ/WH et donc un homomorphisme
(W ′geo)κ/WH → (
LGgeo)κ/Hˆ.
Lemme 10.1 1. L’homomorphisme (W ′geo)κ/WH → (
LG)κ/Hˆ est un iso-
morphisme.
2. Soit (W ′geo)
out
κ
le sous-groupe de (W ′geo)κ des e´le´ments qui laissent stable
l’ensemble des racines positives de Hˆ. Alors
(W ′geo)κ =WH ⋊ (W
′
geo)
out
κ .
De´monstration.
1. Il revient au meˆme de de´montrer que l’homomorphisme
N(Tˆ , ( LGgeo)κ)/N(Tˆ , Hˆ)→ (
LGgeo)κ/Hˆ
est un isomorphisme. Il est injectif parce que N(Tˆ , Hˆ) est l’intersec-
tion N(Tˆ , ( LGgeo)κ) ∩ Hˆ . Il est surjectif car tout automorphisme de
Hˆ peut eˆtre modifie´ par un homomorphisme inte´rieur pour faire un
automorphisme qui fixe l’e´pinglage de Hˆ et stabilise en particulier Tˆ .
2. Il suffit de de´montrer tout e´le´ment w ∈ (W ′geo)κ s’e´crit de fac¸on unique
sous la forme wκ = wHw
out
κ avec wH ∈ WH et w
out
κ ∈ (W
′
geo)
out
κ . En
effet, wκ agit sur l’ensemble des racines de Hˆ et on peut modifier cette
action par un unique e´le´ment wH pour qu’il stabilise l’ensemble des
racines positives de Hˆ . 
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De´finition 10.2 Une donne´e endoscopique2 ge´ome´trique non ramifie´e,
consiste en un couple (κ, ρ) constitue´ d’un e´le´ment
ρ : π1(X, x)→ (W
′
geo)
out
κ
tel que le compose´
π1(X, x)→ (W
′
geo)
out
κ ≃ (W
′
geo)κ/WH → W
′
geo/W = Θgeo
est l’homomorphisme ρgeoG de la section 5.
Ceci implique en particulier que le sous-groupe (W ′geo)κ des e´le´ments de
W ′geo qui fixent κ, se surjecte sur Θgeo autrement dit la W -orbite de κ est
stable par Θgeo. Donc κ ve´rifie la contrainte 8.6.
Soit (κ, ρ) une donne´e endoscopique ge´ome´trique non ramifie´e comme ci-
dessus. Soit H le groupe de´ploye´ sur k dont le dual complexe est Hˆ . Notons
ρH l’homomorphisme compose´
ρH : π1(X, x)→ (W
′
geo)
out
κ ≃ (W
′
geo)κ/WH → Out(Hˆ) = Out(H).
Notons ΘH l’image de l’homomorphisme ρH : π1(X, x)→ (W
′
geo)
out
κ et posons
W ′H = WH ⋊ΘH . On a alors les inclusions
W ′H =WH ⋊ΘH ⊂WH ⋊ (W
′
geo)
out
κ = (W
′
geo)κ ⊂ W
′
geo.
L’homomorphisme ρH : π1(X, x) → Out(H) nous fournit un Out(H)-
torseur τOutH sur X et donc un sche´ma en groupes quasi-de´ploye´ H sur X
obtenu en tordant H muni de l’action de Out(H) fixant un e´pinglage, par le
Out(H)-torseur τOutH .
Soit XΘH le reveˆtement fini e´tale de X pointe´ par un point ge´ome´trique
xΘH au-dessus du point x, attache´ a` l’homomorphisme ρH : π1(X, x)→ ΘH .
Du fait que le diagramme
π1(X, x)
ρgeoG $$I
II
II
II
II
ρH
// ΘH

Θgeo
est commutatif, il existe un X-morphisme XΘH → X
geo
Θ envoyant le point
xΘH sur le point x
geo
Θ de X
geo
Θ .
2Notre de´finition diffe`re le´ge`rement de la de´finition de [14] 7.1.
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On a l’espace de module de Hitchin MH associe´ a` H et au diviseur D
ainsi que le morphisme de Hitchin
fH :MH → AH
ou` AH est l’espace des sections
X → ((XΘH × t)/W
′
H)×
Gm LD.
Le morphisme e´vident
(XΘH × t)/W
′
H → (X
geo
Θ × t)/W
′
geo
induit un morphisme de l’espace affine de Hitchin pour H vers l’espace affine
de Hitchin pour G
AH → A = A⊗k k.
Le cas ou` Gˆ a un groupe de´rive´ simplement connexe est tre`s agre´able.
Dans ce cas, le centralisateur Gˆκ est connexe de sorte que Hˆ = Gˆκ. Il s’ensuit
que ΘH = Θ et les reveˆtements e´tales XΘH et XΘ de X sont les meˆmes. Dans
ce cas particulier, le morphisme AH → A est l’un des morphismes BΣ′ → A
de´ja` conside´re´s dans la section 7.
Proposition 10.3 Dans l’ouvert A
♥
, le morphisme A♥H → A
♥
est un mor-
phisme fini et net. Soit AmaxH l’ouvert de AH ou` la monodromie de JH,a est
maximale en l’occurrence est e´gale a` W ′H . La restriction de A
♥
H → A
♥
a`
A
max
H est finie et e´tale sur son image.
Soient ρ1 et ρ2 deux homomorphismes π1(X, x) → (W
′
geo)
out
κ qui ne sont
pas conjugue´es. Alors les images de A♥H(ρ1) et A
♥
H(ρ2)
dans A♥ sont des sous-
sche´mas localement ferme´s disjoints.
De´monstration. L’assertion sur la finitude et la nettete´ se de´montre comme
7.2. L’assertion sur la disjonction des images pour de diffe´rentes ρ se de´montre
comme suit. Soit a ∈ A♥(k) un point ge´ome´trique dans l’image de AH → A.
Soit u un point de l’ouvert Ua ou` Ja est un tore. La monodromie de Ja|Ua est
donne´ par un homomorphisme π1(Ua, ua)→ (W
′
geo)κ lequel passe au quotient
pour de´terminer ρ : π1(X, x) → (W
′
geo)κ/WH a` conjugaison pre`s. Ainsi la
monodromie du tore Ja|Ua de´termine ρ a` conjugaison pre`s. 
The´ore`me 10.4 Supposons que la caracte´ristique de k ne divise pas |W |.
Supposons que X∨ n’a pas d’invariants sous W ′geo.
Soient κ un e´le´ment d’ordre fini de Tˆ . Le facteur direct pHj(f ell∗ Qℓ)[κ]
est supporte´ par la re´union des images des AHρ pour diffe´rentes donne´es
endoscopiques ge´ome´triques non ramifie´es (κ, ρ). En particulier, si la W -
orbite de κ n’est pas stable sous Θgeo, ce facteur direct est nul.
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De´monstration. Soit a un point ge´ome´trique de Aell tel que la fibre en a de
l’un des faisceau pervers pHj(f ell∗ Qℓ)[κ] est non nulle. Le point a correspond a`
un morphisme ha : X → [car/Gm]. Notons Ua l’image inverse de [car
ssr/Gm]
et u un point ge´ome´trique de Ua. Soit U˜a le reveˆtement e´tale galoisien de Ua
de groupe de GaloisW ′geo comme dans 6.8. Soit u˜ un point ge´ome´trique de U˜a
au-dessus de u. Ce choix donne un homomorphisme ρa : π1(Ua, ua) → W
′
geo
d’image Σ′a.
D’apre`s le the´ore`me 8.4, pour que la fibre en a de l’un des faisceau pervers
pHj(f ell∗ Qℓ)κ soit non nulle, il est ne´cessaire que l’un des conjugue´s de Σ
′
a soit
contenu dans (W ′geo)κ le sous-groupe deW
′
geo fixateur de κ. On peut supposer
que Σ′a ⊂ (W
′
geo)κ quitte a` changer u˜.
Rappelons que l’homomorphisme π1(Ua, ua) → π1(X, ua) est surjectif et
a un noyau engendre´ par les sous-groupes d’inertie Ix pour les points x ∈
X − Ua. Pour de´montrer que a provient d’un espace de Hitchin AHρ de´fini
pre´ce´demment, il suffit de de´montrer que l’homomorphisme compose´ de ρa :
π1(Ua, u) → (W
′
geo)κ et (W
′
geo)κ → (W
′
geo)κ/WH se factorise par π1(X, u). Il
revient au meˆme de de´montrer que pour tout x ∈ X − Ua, la restriction de
cet homomorphisme aux sous-groupes d’inertie Ix est triviale.
Le sche´ma en groupes commutatif lisse Ja sur X admet un sous-sche´ma
en groupes des composantes neutres J0a : pour tout point ge´ome´trique x ∈ X ,
la fibre en x de J0a est la composante neutre de la fibre en x de Ja. On a une
suite exacte de faisceaux
0→ J0a → Ja → Ja/J
0
a → 0
dont le conoyau Ja/J
0
a est supporte´ par X − Ua. En effet, au-dessus de Ua,
Ja est un tore et en particulier a des fibres connexes.
Le faisceau Ja/J
0
a e´tant supporte´ par un sche´ma de dimension nulle, on
en de´duit une suite exacte
H0(X, Ja/J
0
a)→ H
1(X, J0a)→ H
1(X, Ja)→ 0.
On en de´duit la suite exacte a` droite
H0(X, Ja/J
0
a)→ π0(H
1(X, J0a))→ π0(H
1(X, Ja))→ 0.
Puisque J0a est un sche´ma en groupes lisse a` fibres connexes et ge´ne´riquement
torique, on a un isomorphisme
π0(H
1(X, J0a))
∼
−→X∨Σ′a
de groupe des composante connexes du champ des J0a -torseurs est le groupe
des coinvariants de π1(Ua, ua) dans le groupe des cocaracte`res X
∨. L’e´le´ment
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κ ∈ Tˆ de´finit donc un caracte`re
κ : π0(H
1(X, J0a ))→ Q
×
ℓ .
L’hypothe`se que la fibre de l’un des faisceaux pervers pHj(f ell∗ Qℓ)κ est non
nulle, implique que κ se factorise a` travers π0(H
1(X, Ja)) autrement dit la
restriction de κ au groupe fini H0(X, Ja/J
0
a ) est nulle.
Soit x un point dans X − Ua. On a un diagramme commutatif
π0((Ja)x)

// π0(Ja(Fx)/J
0
a (Ox))

// π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))

H0(X, Ja/J
0
a)
// π0(H
1(X, J0a))
// π0(H
1(X, Ja))
ou` π0(Ja(Fx)/J
0
a(Ox)) = X
∨
Ix. L’e´le´ment κ peut eˆtre vu comme un caracte`re
κ : π0(Ja(Fx)/J
0
a (Ox))→ Q
×
ℓ
dont la restriction a` π0((Ja)x) est nulle. Autrement dit κ est dans l’image de
l’application duale
π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))
∗ → π0(Ja(Fx)/J
0
a(Ox))
∗ = Tˆ Ix.
Il est maintenant ne´cessaire de prendre un groupe auxiliaire G1 comme
dans [15, 7.5]. La construction de loc. cit. fournit une suite exacte de sche´mas
en groupes re´ductifs connexes sur X
1→ G→ G1 → C → 1
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
– C est un tore sur X ,
– G1 est un groupe re´ductif de centre connexe,
– son dual complexe Gˆ1 a un groupe de´rive´ simplement connexe.
On renvoie a` loc. cit. pour la construction de G1. Disons seulement que
dans le cas G semi-simple, l’argument qui suit, avec quelques modifications
mineures, marchera aussi si on prend G1 le groupe adjoint de G.
On peut de´finir sur carG1 = t1/W le centralisateur re´gulier J1 de G1.
Puisque G1 est un groupe re´ductif connexe a` centre connexe, J1 est alors un
sche´ma en groupes commutatif, lisse et a` fibres connexes. On a de plus un
homomorphisme de l’image re´ciproque de J sur carG1 dans J1, qui se de´duit
de l’homomorphisme G → G1. En retirant sur X par l’homomorphisme ha,
on a une suite exacte de sche´mas en groupes lisses
1→ Ja → J1,a → C → 1.
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On en de´duit une suite exacte
1→ Ja(Fx)/Ja(Ox)→ J1,a(Fx)/J1,a(Ox)→ C(Fx)/C(Ox)→ 1.
Puisque C est un tore sur X , C(Fx)/C(Ox) ≃ Z
c ou` c est le rang de C. En
particulier, C(Fx)/C(Ox) est un groupe discret. Il s’ensuit que la composante
neutre de Ja(Fx)/Ja(Ox) s’envoie bijectivement sur la composante neutre de
J1,a(Fx)/J1,a(Ox). Par conse´quent, la fle`che
π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))→ π0(J1,a(Fx)/J1,a(Ox))
est injective. Apre`s dualisation, on obtient un homomorphisme surjectif
Tˆ Ix1 = π0(J1,a(Fx)/J1,a(Ox))
∗ → π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))
∗
ou` Tˆ1 est le tore maximal de Gˆ1. Puisque κ appartient a` l’image
π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))
∗ → π0(Ja(Fx)/J
0
a(Ox))
∗ = Tˆ Ix,
il s’ensuit que κ appartient a` l’image de l’application compose´e
Tˆ Ix1 → π0(Ja(Fx)/Ja(Ox))
∗ → Tˆ Ix.
Il suffit maintenant d’invoquer un lemme de Kottwitz pour terminer la de´-
monstration du the´ore`me.
Lemme 10.5 Si κ appartient a` l’image de Tˆ Ix1 → Tˆ
Ix, alors l’homomor-
phisme Ix → Out(H) est trivial.
De´monstration. Pour la commodite´ du lecteur, on rappellera l’argument de
Kottwitz avec nos notations le´ge`rement diffe´rentes des siennes.
Rappelons qu’on a une suite exacte
1→ Cˆ → Gˆ1 → Gˆ→ 1.
Notons Tˆ1 l’image re´ciproque de Tˆ dans Gˆ1. Les plongements ηTˆ : Tˆ → Gˆ et
ηTˆ1 : Tˆ1 → Gˆ1 sont Ix-e´quivariant a` conjugaison pre`s. Contenu du fait que
Ix agit trivialement sur Gˆ et Gˆ1 pour tout σ ∈ Ix, il existe g
σ
1 ∈ Gˆ1 tel que
pour tous t1 ∈ Tˆ1, on a
ηTˆ1(σ(t1)) = Int(g
σ
1 )(ηTˆ1(t1)).
Soit gσ l’image de gσ1 dans Gˆ, on a alors la relation similaire
ηTˆ (σ(t)) = Int(g
σ)(ηTˆ (t))
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pour tout t ∈ Tˆ .
Soit κ1 ∈ Tˆ
Ix
1 ayant κ comme image dans Tˆ
Ix . Soit Hˆ la composante
neutre du centralisateur de κ dans Gˆ et Hˆ1 la composante neutre du central-
isateur de κ1 dans Gˆ1. Puisque Gˆ1 est simplement connexe, Hˆ1 est tout le
centralisateur de κ1. L’homomorphisme Hˆ1 → Hˆ est surjectif car il induit un
isomorphisme sur les alge`bres de Lie. Nous allons fixer des e´pinglages com-
patibles de Hˆ, Hˆ1 et de Gˆ, Gˆ1 avec tores maximaux Tˆ , Tˆ1. D’apre`s Langlands,
il existe un unique action de Ix sur Hˆ1 et Hˆ fixant ces e´pinglages tels que les
plongements Tˆ1 → Hˆ1 → Gˆ1 et Tˆ → Hˆ → Gˆ sont Ix-e´quivariants a` conju-
gaison pre`s. De plus l’homomorphisme surjectif Hˆ1 → Hˆ est Ix-e´quivariant.
Notons que les faits que Tˆ1 → Hˆ1 est Ix-e´quivariant par conjugaison et que
κ1Tˆ
Ix
1 est centralise´ par Hˆ1 impliquent que κ1 est aussi fixe´ par l’action de
Ix sur Hˆ1.
Il s’agit de de´montrer que pour tout σ ∈ Ix, l’image de σ dans Out(Hˆ)
est trivial. Il suffit de de´montrer que son image dans Out(Hˆ1) est trivial. Or,
puisque l’inclusion ηHˆ1 : Hˆ1 → Gˆ1 est Ix-e´quivariant a` conjugaison pre`s, il
existe gσ1 ∈ Gˆ1 tel que
ηHˆ1(σ(h1)) = Int(g
σ
1 )(ηHˆ1(h1))
pour tout h ∈ Hˆ1. Appliquer cette relation a` κ1 qui est fixe´ par σ, cette
relation implique que g1 centralise κ1. Puisque Hˆ1 est tout le centralisateur
de κ1, ceci implique que l’action de σ sur Hˆ1 est inte´rieur.
Ceci termine la de´monstration du lemme 10.5 et donc celle du the´ore`me
10.4. 
Cette description du support de la partie κ-isotypique joue le roˆle d’un
e´nonce´ de purete´, analogue a` la conjecture de purete´ de Goresky-Kottwitz-
MacPherson [9], importante dans leur approche du lemme fondamental par
la cohomologie e´quivariante.
Au lieu de de´montrer la purete´ de la cohomologie des fibres de Springer
conjecture´e par Goresky, Kottwitz et MacPherson, on va de´montrer que
les images re´ciproques de pHj(f ell∗ Qℓ)[κ] aux espaces affines de Hitchin des
groupes endoscopiques AmaxH sont pures. Dans le cas unitaire, cet e´nonce´ a
e´te´ suffisant pour de´montrer le lemme fondamental.
En utilisant un re´sultat de Faltings [7], on peut ve´rifier qu’au-dessus de
l’ouvert elliptique Aell, le champ Mell est un champ de Deligne-Mumford
lisse, et que le morphisme de Hitchin f ell :Mell → Aell est propre et de type
fini. Alors, les facteurs directs pHj(f ell∗ Qℓ)[κ] de l’image directe, sont purs par
un the´ore`me de Deligne (cf. [6]). Maintenant, les images re´ciproques aux AellH
sont pures parce que AmaxH est fini et e´tale au-dessus de son image dans A
ell et
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que le facteur direct pHj(f ell∗ Qℓ)[κ] est supporte´ par la re´union disjointe des
adhe´rences des images des AmaxHρ pour les diffe´rentes classes de de donne´es
endoscopiques non ramifie´es (κ, ρ).
Notons enfin l’e´nonce´ suivant qui de´coule imme´diatement de la descrip-
tion de Donagi-Gaitsgory du centralisateur re´gulier, voir proposition 3.8.
Proposition 10.6 Soit pHG : carH → carG le morphisme canonique de l’es-
pace des caracte´ristiques de H dans celui de G. On a alors un homomor-
phisme canonique
(pHG )
∗JG → JH
entre les centralisateur re´guliers qui est un isomorphisme au-dessus du lieu
re´gulier semi-simple.
Ces ingre´dients ont e´te´ utilise´s dans la de´monstration du lemme fonda-
mental pour le groupe unitaire [20] et sont donc e´tablis ici en toute ge´ne´ralite´.
Il y a d’autres ingre´dients de loc. cit. qui ne peuvent pas se ge´ne´raliser. En
particulier, dans loc. cit. on a utilise´ un plongement H → G qui localement
pour la topologie e´tale de X fait de H un sous-groupe de Levi de G. Ce
plongement n’existe pas en ge´ne´ral et il faudra supple´er d’autres arguments.
11 Le cas SL(2)
On discute dans cette dernie`re section du cas simple du groupe SL(2)
et rede´montre le the´ore`me 10.2 dans ce cas-ci. Pour cela, on donnera une
description de la fle`che H0(X, Ja/J
0
a) → π0(P
′
a) en utilisant les mode`les de
Ne´ron plutoˆt que la contourner par le lemme 10.3.
Pour G = SL(2), l’espace affine de Hitchin est l’espace
A(k) = H0(X,OX(2D)).
Pour tout a ∈ H0(X,OX(2D)), on trace une courbe Ya d’e´quation t
2− a = 0
sur l’espace total VD du fibre´ en droites OX(D) au-dessus de X . Cette courbe
vient avec un morphisme fini pa : Ya → X de degre´ 2 dont le groupe des
automorphismes est {1, τ}. L’involution τ agit par τ(t) = −t et a pour
points fixes dans Ya les points d’intersection de Ya avec la section ze´ro de
VD. Notons Ua l’ouvert maximal de X au-dessus duquel Ya est e´tale : c’est le
comple´ment des points dans X images des points d’intersection de Ya avec
la section nulle. La caracte´ristique a ∈ A(k) est elliptique si et seulement si
Ya est irre´ductible. Supposons que a est elliptique.
Le sche´ma en groupes Ja = h
∗
a[J ] de´fini dans la section 4 associe a` tout
X-sche´ma S le groupe
Ja(S) = {s ∈ Γ(S ×X Ya,O
×) | τ(s)s = 1}.
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La restriction de Ja a` Ua est donc un tore et ses fibres en les points x ∈ X−Ua
ont pour groupe de composantes connexes Z/2Z. Soit J0a le sous-sche´ma en
groupes de Ja de ses composantes neutres. On a alors la suite exacte de
faisceaux
0→ J0a → Ja →
⊕
x∈X−Ua
(Z/2Z)x → 0
qui induit une suite longue
H0(X,
⊕
x∈X−Ua
(Z/2Z)x)→ H
1(X, J0a)→ H
1(X, Ja)→ 0.
Cette suite induit une suite exacte a` droite des π0
H0(X,
⊕
x∈X−Ua
(Z/2Z)x)→ π0(P
′
a)→ π0(Pa)→ 0
ou` P ′a est le champ de Picard des J
0
a -torseurs. On sait d’apre`s 6.4 que π0(P
′
a) =
Z/2Z, le groupe des coinvariants de π1(Ua, u) dans X
∨ = Z de sorte que
π0(Pa) est trivial ou est e´gal a` Z/2Z de´pendant de la nullite´ ou de la non-
nullite´ de la fle`che
β : H0(X,
⊕
x∈X−Ua
(Z/2Z)x)→ π0(P
′
a).
La fle`che β est une somme des fle`ches de bord
βx : π0(Ja,x)→ π0(P
′
a) = (X
∨
u)π1(Ua,u)
qui peuvent eˆtre de´crites de fac¸on relativement concre`te. Soit Ner(Ja|Ua) le
mode`le de Ne´ron du tore Ja|Ua. Par la proprie´te´ universelle des mode`les de
Ne´ron, on a un homomorphisme
Ja → Ner(Ja|Ua)
qui induit en particulier des fle`ches
π0(Ja,x)→ π0(Ner(Ja|Ua)).
D’apre`s Kottwitz et Rapoport (cf. [21] 2.2 (iii)), le groupe des composantes
de la fibre en x du mode`le de Ne´ron est le groupe des coinvariants sous
l’inertie du groupe des cocaracte`res
π0(Ner(Ja|Ua)x) = (X
∨
u)Ix
ou` Ix ⊂ π1(Ua, u) est le sous-groupe d’inertie en x. La fle`che βv est alors
le compose´ de la fle`che purement locale π0(Ja,x) → π0(Ner(Ja|Ua)) et de la
fle`che e´vidente (X∨u)Ix → (X
∨
u)π1(Ua,u).
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Lemme 11.1 Soit a ∈ Aell(k) une caracte´ristique elliptique pour SL(2).
Alors π0(Pa) = 0 de`s qu’il existe un point de ramification de πa : Ya → X
qui est unibranche. Dans le cas ou` tous les points de ramification de Ya → X
ont deux branches, on a π0(Pa) = Z/2Z.
De´monstration. Il revient au meˆme de de´montrer que la fle`che de bord
βx : (Z/2Z)x → π0(P
′
a) = Z/2Z
est non nulle si et seulement si le point de Ya au-dessus de x est unibranche.
Examinons les deux cas.
Le cas d’un point de ramification a` deux branches : Soit x un point de
branchement de X au-dessus duquel le point x˜ de Ya a deux branches. Soit
Ox l’anneau local comple´te´ de X en x et Fx son corps des fonctions. Soit
OYa,x˜ le comple´te´ de Ya en x˜ et Ex l’anneau total des fractions de OYa,x˜.
Puisque Ya est deux branches en x, Ex est un produit de deux corps. Puisque
Ex/Fx est de degre´ 2, on a Ex = Fx × Fx. On en de´duit que l’inertie Ix agit
trivialement sur X∨ de sorte que X∨Ix = Z.
La fle`che βx : (Ja,x/J
0
a,x)→ X
∨
π1(Ua)
se factorise a` travers X∨Iv . Or la fle`che
(Ja,x/J
0
a,x) → X
∨
Ix est ne´cessairement nulle car (Ja,x/J
0
a,x) = Z/2Z est un
groupe fini et X∨Ix = Z n’a pas de torsion. Donc βx = 0 dans le cas de deux
branches.
Le cas d’un point de ramification a` une seule branche : Mettons-nous
maintenant au voisinage d’un point de branchement x tel qu’en le point x˜
de Ya au-dessus de X , Ya est unibranche. Gardons les meˆmes notations que
dans le cas pre´ce´dent. : Ex est une extension ramifie´e de degre´ 2 de Fx et le
groupe d’inertie Ix agit sur X
∨ = Z par d 7→ −d. La fle`che X∨Ix → X
∨
π1(Ua,u)
est donc un isomorphisme.
Le groupe J(Fx) est l’ensemble des e´le´ments de norme 1 de E
×
x . On con-
state que J(Fx) est contenu dans les entiers de Ex. En particulier, il est
borne´. Le mode`le Ne´ron Ner(Ja|Ua) est donc de type fini et a pour Ov-points
les points
Ner(Ja|Ua)(Ox) = J(Fx).
Sa fibre spe´ciale a deux composantes connexes selon que la section s prend
la valeur 1 ou −1 en le point x˜ de Ya.
On a Ja(Ov) ⊂ Ner(Ja|Ua)(Ov) et J
0
a(Ov) ⊂ Ner
0(Ja|Ua)(Ov). L’homo-
morphisme canonique
Ja(Ov)/J
0
a(Ov)→ Ner(Ja|Ua)(Ov)/Ner(Ja|Ua)
0(Ov)
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est un isomorphisme. En effet on a un triangle commutatif
Ja(Ov)/J
0
a(Ov)
//
''O
OO
OO
OO
OO
OO
Ner(Ja|Ua)(Ov)/Ner(Ja|Ua)
0(Ov)
ttjjj
jj
jj
jj
jj
jj
jj
jj
j
{±1}
ou` les deux fle`ches en biais associent a` la classe d’une section s de Ja ou de
Ner(Ja|Ua), de´finie au voisinage de x˜, sa valeur prise en s. Celles-ci e´tant des
isomorphismes, il en est de meˆme de la fle`che horizontale. Dans le cas d’un
point de ramification unibranche, la fle`che βv est un donc isomorphisme. 
Lemme 11.2 Soit Ya un reveˆtement double de X ge´ne´riquement e´tale dont
tous les points de ramifications ont deux branches. Alors, la normalisation
Y˜a de Ya est un reveˆtement partout non ramifie´ de X.
De´monstration. Apre`s normalisation, au-dessus d’un point de branchement
x ∈ X, il y a deux points de Y˜a correspondant aux deux branches passant
par le point de ramification au-dessus de x. Le reveˆtement Y˜a → X est alors
ne´cessairement e´tale. 
La donne´e d’un reveˆtement double e´tale de X est e´quivalente a` la donne´e
d’un homomorphisme ρ : π1(X, u) → Z/2Z. Elle est aussi e´quivalente a` la
donne´e d’un fibre´ inversible Lρ sur X muni d’un isomorphisme L
⊗2
ρ
∼
−→OX .
Soit VLρ → A
1
X le morphisme de l’espace total de Lρ dans l’espace total
de OX donne´ sur les sections locales par s 7→ s
⊗2. Alors, on retrouve le
reveˆtement double e´tale de X en prenant l’image re´ciproque de la section 1
de A1X .
Lemme 11.3 Soit a ∈ H0(X,OX(2D)) tel que la courbe Ya trace´e sur l’es-
pace total VD du fibre´ vectoriel OX(D), n’a que des points de ramification a`
deux branches. Soit ρ : π1(X, u)→ Z/2Z le quotient du groupe fondamental
correspondant au reveˆtement non ramifie´ de X obtenu en normalisant Ya.
Alors le diviseur d’annulation div(a) est de la forme
div(a) = 2D′
D′ e´tant un diviseur effectif tel que OX(D
′ −D) soit isomorphe a` Lρ ou` Lρ
est le fibre´ inversible de carre´ neutre, associe´ a` ρ. Il existe de plus une section
b ∈ H0(X,Lρ ⊗OX(D))
bien de´termine´e a` un signe pre`s, tel que b⊗2 = a.
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De´monstration. On sait que localement le reveˆtement Ya est de´termine´ par
une e´quation de la forme t2 − a = 0 ou` t est la coordonne´e verticale du
fibre´ en droites et ou` la section a est vue localement comme une fonction
sur X a` l’aide de trivialisation locale de OX(2D). Les points de branchement
x ∈ X sont les points ou` a s’annulent. Le germe de Ya au-dessus d’un point
de branchement x, est unibranche si a s’annule en x a` l’ordre impair, et Ya a
deux branches si a s’annule en x a` l’ordre pair. Ainsi Ya n’a que des points
de ramification a` deux branches si et seulement si le diviseur d’annulation de
a est de la forme
div(a) = 2D′
ou` D′ est un diviseur effectif. Soit L = OX(D
′ − D). Alors la section a de
OX(2D) ayant 2D
′ comme diviseur d’annulation, de´finit un isomorphisme
L⊗2
∼
−→OX . La section a fournit par ailleurs un isomorphisme de
VOX(2D) ×X (X −D
′)
∼
−→A1
X−D′
au-dessus duquel on a un isomorphisme
VOX(D) ×X (X −D
′)
∼
−→VL ×X (X −D
′).
Il s’ensuit qu’au-dessus de X − D′, le reveˆtement double e´tale Ya et celui
qui se de´duit du fibre´ de carre´ neutre L sont isomorphes. L’isomorphisme se
prolonge sur tout X par normalisation.
L’isomorphisme L⊗OX(D)
∼
−→OX(D
′) fournit a` L⊗OX(D) une section
b dont le diviseur d’annulation est D′. La section b⊗2 de OX(2D) a alors
le meˆme diviseur d’annulation que a. En modifiant b par un scalaire, on a
b⊗2 = a. 
La conjonction des trois lemmes pre´ce´dents fournit la description suivante
du faisceau π0(P/A
ell). Soit PicX [2]
∗ l’ensemble des points d’ordre deux non
triviaux de la jacobienne de X. Pour chaque Lρ ∈ PicX [2]
∗, notons Hρ le tore
endoscopique elliptique au-dessus de X de´fini comme la forme exte´rieure de
Gm associe´e a` la repre´sentation du groupe fondamental ρ : π1(X, u)→ Z/2Z.
Son espace affine de Hitchin est
AHρ = H
0(X,Lρ ⊗OX(D)).
Notons Sρ l’image de A
ell
Hρ
dans Aell. Alors π0(P/A
ell) est supporte´ par la
re´union disjointe ⊔
Lρ∈PicX [2]
∗
Sρ.
Sa restriction a` chaque Sρ est le faisceau constant Z/2Z.
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Le morphisme de faisceaux
Z/2Z = π0(P
′/Aell)→ π0(P/A
ell)
de´finit une action de Z/2Z sur pHj(f ell∗ Qℓ) et de´compose ce faisceau pervers
en somme de deux composantes isotypiques
pHj(f ell∗ Qℓ) =
pHj(f ell∗ Qℓ)+ ⊕
pHj(f ell∗ Qℓ)−.
On peut ve´rifier directement dans le cas SL(2) que Mell est un champ de
Deligne-Mumford lisse et que le morphisme f ell : Mell → Aell est un mor-
phisme propre de type fini. Il s’ensuit que le faisceau pervers pHj(f ell∗ Qℓ) est
pur, ainsi que ses facteurs directs pHj(f ell∗ Qℓ)+ et
pHj(f ell∗ Qℓ)−. Le morceau
pHj(f ell∗ Qℓ)− est supporte´ par
⊔
Lρ∈PicX [2]
∗ Sρ de sorte que son image re´ciproque
a` chaque Sρ est pure.
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